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Algebra und Zahlentheorie. 


Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 

Lennes, N. J.: The foundation of arithmetie. Amer. Math. Monthly 45, 70-75 
(1938). 

Popovieiu, Tiberiu: Remarques sur le maximum d’un döterminant dont tous les 
€l&ments sont non nögatifs. Mathematica, Cluj 13, 212—222 (1937). 

Vgl. dies. Zbl. 17, 98. 

Cherubino, Salvatore: Sulle omografie permutabili. Rend. Semin. mat. Roma, 
IV.s. 2, 14-46 (1938). 

Two homographies of $,_, are permutable if the n-rowed square matrices A, B 
of coefficients in their equations satisfy the relation BA=&AB where & is a scalar, 
different from zero. Given any matrix A it is always possible to determine matrices B 
with this property, when &e=1. If, however, e =+ 1, non-zero matrices 8 only exist 
under certain conditions. If a non-degenerate homography B is permutable with A, 
then if & is any characteristic root of the matrix A, ex is also a characteristic root, 
and the signatures of A relative to the two roots are identical. This involves, in par- 
ticular, that unless all the characteristic roots of A are zero, € must be a root of unity. 
The author shows how to determine the matrices of homographies permutable with 
a given one, by a method analogous to that used in a previous paper (see this Zbl. 
16, 179) in the case &=1. The paper concludes with some remarks on the structure 
of the group of homographies permutable with a given one. J. A. Todd (Cambridge). 

Suchkewiteh, A.: Sur les groupes de matrices du 1-er rang. J. Inst. Math. Acad. 
Sci. Ukraine Nr 3, 83—91 u. franz. Zusammenfassung 93—94 (1937) [Ukrainisch]. 

Jede Matrix vom Range Eins läßt sich als Produkt einer einreihigen und einer 
einzeiligen Matrix darstellen. Das erlaubt, jeder solchen Matrix ein Paar von Vek- 
toren zuzuordnen. Der Verf. betrachtet die auf diese Weise gebildete Gruppe, indem 
er zu zwei gegebenen Vektorpaaren A=(a,a')a, B= (b, b') ß das Produkt durch 
die Formel AB= (a, b’) x ßa’b definiert, wobei a’b das skalare Produkt von a’, b 
bedeutet. Ist der abs. Betrag |4| = aa’a& + 0, so heiße das Paar A regulär; andern- 
falls ist A?=0, d.h. A ist nilpotent. Zwei Paare mit demselben rechten (linken) 
Vektor heißen rechts (links) konjugiert. — Der Verf. untersucht die durch diese Vektor- 
paare gebildete verallgemeinerte Gruppe. N. Tschebotaröw (Kasan). 

*  6rav&, D.: Sur un problöme d’Euler. J. Inst. Math. Acad. Sci. Ukraine Nr 3, 
73—74 (1937) [Ukrainisch]. ; 

Dans le present article l’auteur, a l’aide des quaternions, fait la d&monstration 
de l’orthogonalite d’une matrice carrde d’Euler. Autoreferat. 

Danilewsky, A.: Remarque sur la note de M. R. Garnier: Sur une propriet& des 
matrices orthogonales. J. Math. pures appl., IX. s. 17, 13—14 (1938). 

L’A. donne une demonstration simple du theor&me de Garnier [J. Math. pures 
appl., IX. s. 16, 105—110 (1937); ce Zbl. 16, 289] pour les matrices orthogonales en 
se basant sur la loi d’inertie des formes quadratiques. N.Obrechkoff (Sofia). 

Garnier, Renö: Remargues sur la note de M. A. Danilewsky. J. Math. pures appl., 
IX.s. 17, 15—16 (1938). 

L’A. observe que de la d&monstration de Danilewski (cf. ref. prec.) il decoule 
immediatement le theor&me: Si une matrice orthogonale contient deux sous-matrices 
rectangulaires complementaires, soient A et; D, & el&ments reels, les el&ments restants 
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&tant purement imaginaires (ou nuls), les sous-matrices A et D sont necessairement 
carrees. II donne aussi une demonstration bas&e sur sa Note anterieure (ce Zbl. 16, 289). 
N.Obrechkoff (Sofia). 

Ingraham, M. H., and M. C. Wolf: Convergence of a sequence of linear transfor- 
mations. Amer. J. Math. 60, 107—119 (1938). 

Es werden hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß eine unendliche Folge 
von nxn-reihigen linearen Transformationen A; mit komplexen Koeffizienten nach- 
einander angewandt auf ein beschränktes Gebiet eines n-dimensionalen Vektorraumes 
dieses Gebiet gleichmäßig gegen den Nullpunkt konvergieren läßt. Die Bedingungen 
hängen nicht nur von der Größe der Eigenwerte der Folge A,, sondern auch von den 
Richtungen der zugehörigen Eigenvektoren ab und werden besonders einfach, wenn 
die Eigenvektoren &,,&g,...,&n für alle A; die gleichen sind. Speziell wird für den 
2-dimensionalen Raum noch der Fall untersucht, daß die &,; bzw. &,, nicht für alle # 
die gleichen sind, sich aber nur wenig voneinander unterscheiden. Ulm. 

Burington, Richard Stevens: R-matriees and equivalent networks. I. J. Math. 
Physics, Massachusetts Inst., Technol. 16, 85—103 (1937). 

Recently the author has developed a theory of m-affine congruent matrices with 
application to electrical networks (this Zbl. 12, 194 and 13, 339). If B is a matrix 
of a linear m-terminal pair network and T is any real m-affine non-singular matrix, 
then A = T’BT corresponds to an equivalent network. A real matrix @ = (g,,) 18 
called an R-matrix if g,>0 and 27, |9,.|< 29, s=1,2,...,n. Necessary and 
sufficient conditions are given that O = P’DP be an R-matrix where P and D are 
real, |P| + 0. With each D are associated n sets of functions x®, each set forming 
a group of order 2*-!. If C is positive definite, the quadric surfaces y® = 0 bound 
a region in the space of P for which C' is an R-matrix. Application is made to net- 
work theory, and sufficient conditions are obtained that networks corresponding to A 
do not require ideal transformers. MacDuffee (Princeton). 

Gomez, Ruy Luis: Etude des systömes de Dirae au-sens large. J. Physique Radium, 
VII. s. 9, 4448 (1938). 

Eine Untersuchung von Matrizensystemen A), Aa, ..., Ag, mit der Eigenschaft 


A, A, + A, Ad, = 2örı: 


Die behandelten diesbezüglichen Fragen sind in der Literatur bereits seit 10 Jahren 
geklärt. — Anwendung auf die de Broglieschen Photongleichungen. P. Jordan. 

Roubaud-Valeite, Jean: Expression des grandeurs physiques en fonetion de nou- 
velles grandeurs appartenaut ä un sous-espace. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 495—497 
(1938). 

Die Diracschen Matrices I, ]1,: . , [, können als Elemente eines Teilsystems 
eines Grassmannschen hyperkomplexen Systems gedeutet werden. Die Diracsche 
Wellengleichung des Elektrons kann dann als Gleichung Hy = 0 in diesem System 
geschrieben werden. van der Waerden (Leipzig). 

Oakley, €. 0.: Sur les &quations semilinsaires et leurs eonfigurations geometriques. 
Bull. sci. Ecole polytechn. Timisoara 7, 191--199 (1937). 

In Fortsetzung früherer Untersuchungen des Verf. [Töhoku Math. J. 41, 52-69 
(1935) u. Amer. Math. Monthly 42, 476—487 (1935); dies. Zbl. 12, 244 u. 412] über 
semilineare Gleichungen wird der Fall behandelt, daß die Lösungen aus zweidimensio- 
nalen Domänen bestehen. Eine ausführliche Bibliographie ist beigefügt. 

Friedrich Levi (Calcutta). 

Weisner, Louis: On the regional location of the roots of certain funetions. Töhoku 
Math. J. 44, 175177 (1937). 

N. Obrechkoff hat (Töhoku Math. J. 38, 93—100; dies. Zbl. 8, 193) den Satz 
bewiesen: Enthält ein Vertikalstreifen (d.h. ein Parallelstreifen, deren Ränder zu der 
imaginären Achse parallel sind) jede Nullstelle des Polynoms (2), so enthält er auch 
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jede Nullstelle des Polynoms f(z + h) — f{@— h)=2h-gp(z, h), wo h eine beliebige 
reelle Größe bedeutet. Verf. beweist, daß auch irgendein Vertikalstreifen, in dem die 
Nullstellen des Differentialquotienten f’(z) enthalten sind, jede Nullstelle des Diffe- 
renzenquotienten (2, h) enthält. Außerdem werden einige andere Sätze bewiesen, von 
denen wir die folgenden speziellen erwähnen: Bedeutet F(z) das Integral irgendeiner 


m 
der Funktionen: [2 + (m — 2k)h]", re, (22 + 1)"e*, (22 + 1)rei, zr(& + de”), 
“=0 


wo n eine natürliche Zahl und |? | = 1 ist, so liegen die Nullstellen von F(z+h) — F(z—h) 
auf der imaginären Achse. Sz. Nagy (Szeged). 
Obresehkoff, Nikola: Über die Nullstellen einiger Klassen von Polynomen. I. Math. 
Ann. 115, 159—162 (1938). 
Verf. verallgemeinert seine Sätze in C. R. Acad. Sci., Paris 205, 309311 (vgl. 
dies. Zbl. 17, 51). Es gilt z. B. der spezielle Satz: Es seien die Integrale 


+90 
De jeraane) = 1%2..,m;n=0T,2...), 
wo Yyı(%), Ya(2), - -., Ym(%) nicht abnehmende reelle Funktionen, 9, (2), 93(%), .. ., Ym(2) 
reelle Funktionen sind, absolut konvergent. Ist nun 


Ko) = + Wa + Wer + )=otartaet, 


so hat das Polynom 
DM) Ft tn de, 23,4... n=h2%,...) 
höchstens eine reelle Nullstelle. (I. vgl. dies. Zbl. 16, 386). S2. Nagy (Szeged). 

Toepken, Heinrich: Zur Irreduzibilität der Kreisteilungsgleiehung. Deutsche Math. 
2, 631-633 (1937). 

Im Haupttext gibt der Verf. drei verwandte Beweise der Irreduzibilität der Kreis- 
teilungsgleichung, welche sich auf eine Eigenschaft der Resultante nach einem Prim- 
zahlmodul stützen. Die Idee dieser Beweise rührt von I. Schur her, und der 3. Beweis 
des Verf. fällt im wesentlichen mit dem I. Schurschen zusammen [vgl. I. Schur, Math. 
Z. 29, 463 (1928)]. — Im Nachtrag gibt der Verf. einen vierten Beweis, in welchem 
auch die Primzahlpotenzmoduln zutage treten. N. Tschebotaröw (Kasan). 

Petterson, Erik L.: Funktionentheoretische Beziehungen der Wurzeln irreduzibler 
Polynome. Ark. Mat. Astron. Fys. 26 B, Nr 2, 1—-8 (1937). 

Indem der Verf. die Ideen einer seiner früheren Arbeiten (dies. Zbl. 16, 289) ent- 
wickelt, beweist er einige neue Sätze, unter denen der folgende besonders bemerkens- 
wert ist: Sind m beliebige reelle oder komplexe Zahlen &,, &g, . . -, &, gegeben, die 
Wurzeln eines reellen Polynoms m-ten Grades sind, so gibt es eine nur von den &, ab- 
hängige positive Zahl o derart, daß jedes normierte ganzzahlige Polynom irreduzibel 
ist, wenn es bei den &, nicht verschwindet und nur eine reelle (oder zwei konjugiert 
komplexe) Wurzeln außerhalb der Kreise | — &,|<o hat. N. Tschebotaröw. 

Petterson, Erik L.: Ein Irreduzibilitätskriterium. Ark. Mat. Astron. Fys. 26 B, 
Nr 3, 1—3 (1937). 

Ein ganzzahliges normiertes (d.h. mit dem höchsten Koeffizienten Eins) Poly- 
nom f(x) = xg(x) + M(x) ist irreduzibel, wenn g(x) und M(x) teilerfremd sind, 
Gradg(z) > Grad M(x) — 1 ist und stets |M(x)| < |e] für |g(«)| =1 gilt. — Der 
Beweis erfolgt mit Hilfe der in einer anderen Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 16, 289) ab- 
geleiteten Irreduzibilitätsbedingung. N. Tschebotaröw (Kasan). 

Martin, M. H., et A. Seidenberg: Sur le nombre de polynömes & hauteur donnee. 
Enseignement Math. 36, 346—350 (1937). 

Ist a," + a,_-ı2""1 + --- + a,(0,>0) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten, so heißt A=n +, + |a,-ı| + --- +|a,| nach G. Cantor die Höhe des 
Polynoms. Die Anzahl N(h,n) der Polynome der Höhe h und des Grades n beträgt 

* 
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kh—n—1l h—n—2 : . : h—n—1 
1+2(P) (21) +22(2)(P 3?) + +0; das letzte Glied I heißt 2" 7") 
oder au ı) ‚ je nachdem n< oder > Sr ist. Die Anzahl N(h, n) ist auch 
der Koeffizient von £* in der Entwicklung von (£+2)"(1 + &)%-n-1, Die Anzahl 
aller Polynome der Höhe A ist (1) + 2(5) + 22 (5) +... +7; das letzte Glied 7 

h-2 h-1 
heißt 32 2 oder 2 2 , je nachdem A gerade oder ungerade ist. Die einzelnen 
Glieder der Formel für N(h,n) geben zugleich die Anzahl der Polynome an, die genau 
1,2,3,... von Null verschiedene Glieder enthalten. L. Schrutka (Wien). 


Hibbert, Lueien: Resolution des &quations algebriques de la forme "=z—a. 
0. R. Acad. Sci.. Paris 206, 229—231 (1938). 
The solution is based on the sequence defined by 2,41 = (2, — a)U”. Macintyre. 


Buggisch, Otto: Über die Seltenheit der Gleiehungen mit Affekt. Deutsche Math. 
2, 685690 (1937). 

Der Verf. beweist folgenden Satz: Besitzt die Riemannsche Fläche einer alge- 
braischen Gleichung f(x, t) = 0 wenigstens vier Umlaufssubstitutionen, die zu keiner 
Permutation einer vorgeschriebenen Untergruppe © der symmetrischen Gruppe © 
konjugiert sind, dann gibt es unter den Polynomen /(2,9) (g=0,+1,+2,...) nur 
endlich viele, deren Galoissche Gruppe & oder eine Untergruppe von & ist. — Zum 
Beweis stellt er eine zu & gehörende Resolvente F(y,t) =0 dieser Gleichung auf, 
beweist, daß ihre Riemannsche Fläche wenigstens vier Umlaufssubstitutionen besitzt, 
die keines ihrer Blätter freilassen, und zeigt unter Benutzung der Riemannschen 
Formel p=4(Iw— 2N +2), daß das Geschlecht p von F(y,t) =0 positiv ist. 
Sodann benutzt er ein Resultat von C.’Siegel (Abh. preuß. Akad. Wiss. 1929, Nr 1): 
„Eine algebraische Gleichung f(x, y) = 0, deren Geschlecht positiv ist, hat nur endlich 
viele ganzzahlige Lösungen.“ — Zum Schluß wendet der Verf. diesen Satz zur Auf- 
stellung der affektlosen Gleichungen an, meistens vom Primzahlgrad. 

N. Tschebotaröw (Kasan). 

Edge, W. L.: Determinantal representations of x + y* + =*. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 34, 6—21 (1938). 

Es ist wohlbekannt, daß jeder ternären Form 4. Grades A die Gestalt einer sym- 
metrischen Determinante 4. Ordnung |£;;| erteilt werden kann, wo die &;, lineare 
Formen der Veränderlichen x, y,2 bedeuten. Zur wirklichen Ausführung der Rech- 
nungen kann man die Unterdeterminanten 3. Ordnung v;; in |&,,| betrachten; sie 
bilden eine neue Determinante 4. Ordnung |v;.|; die neuen Unterdeterminanten 3. Ord- 
nung sind den Ausdrücken —&;,4? gleich; wenn also A gegeben ist, so wird die Be- 
stimmung der &;, auf die der v;, zurückgeführt; und die Kurven v;, —=0 stehen mit 
A=0 in enger geometrischer Beziehung (so z.B. sind %,;—=0 Berührungs-C® von 
A=0). Diese Methode wird hier auf die Form 2° + y*-+2* angewandt; die Wurzeln 
der Gleichung y* +1 = 0 sind als gegeben zu betrachten; keine weitere Irrationalität 
ist aber notwendig. Die Kurve 2! + y* + z2?= 0 wird dann, der Hesseschen Methode 
gemäß, mit einem Quadrikennetz in Verbindung gebracht; und dies führt zur Be- 
stimmung der anderen Determinantenformen von + y? +. In diesem zweiten 
Teile, wo die Koordinaten der acht Basispunkte des Netzes bestimmt werden, erscheint 
die Bedingung y?-+1=0 als unwesentlich, so daß die erstgefundene Determinantenform 
auch für die Kurve (1.+y2)2(+ y+ 2%) — 2(1 + y)(y?z? + 2222 + 222) = 0 
gilt und die Gleichungen aller ihrer Doppeltangenten liefert. E.G. Togliattv. 

Weitzenböck, R.: Über Trivektoren. IV. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc., 41, 
108—116 (1938). 

Es wird gezeigt, daß die Syzygien zweiter Art B,,., und 0*V? die einzigen irredu- 
ziblen Syzygien zweiter Art sind (vgl. für die Bezeichnung dies. Zbl. 17, 386). 

J. Haantjes (Delft). 
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Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes; 


Dubreil, Paul, et Marie-Louise Dubreil-Jaeotin: Propri6tes algebriques des relations 
d’&quivalence; th&or&mes de Schreier et de Jordan-Hölder. C. R. Acad. Sci., Paris 205, 
1349—1351 (1937). 

In the present paper the authors continue their investigations on the structure 
defined by the equivalence relations in a set E (this Zbl. 17, 387). The paper is 
mainly concerned with the definition of so-called fundamental normal chains of equi- 
valences for which an analogue of the theorem of Jordan-Hölder and the more 
general refinement theorem will hold. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Boruvka, O.: Studies on mulfipiicative systems. I. Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk 
Nr 245, 1—15 (1937). 

A multiplicative system is a non-vacuous set of elements closed under an as- 
sociative operation called multiplication. Let M denote such a system. Two cases 
are considered: (1) M” = M"+! for some positive integer n; (2) no element is common 
to M, M?®, M®,.... A prime element of M is one which does not belong to M?. In 
case (1), M has no homomorphic representation on the infinite ceyclic system 
Z=f2,2?,2°,...}. In case (2), M is homogeneous if for each a € M every represent- 
ation of a as a product of primes contains the same number of factors; M is homo- 
morphically representable on Z if M is homogeneous; otherwise there may or may 
not be such a representation of M on Z. It is stated that M must fall under case (1) 
or case (2), but this overlooks such a possibility as M = {(0, 1), (z, 1), (22, 1), (28, 1),...}; 
where (0, 1)(0, 1) = (0, 1); (0, 1)(2*, 1) = (z*, 1) (0%, 1) = (0, 1); (2*, 1)(@”, 1) = (2"*”, 1). 

J. L. Dorroh (Marion). 

Bernstein, B. A.: Postulates for abelian graups and fields in terms of non-assoeiative 
operations. Trans. Amer. Math. Soc. 43, I—6 (1938). 

In dieser Arbeit werden Axiomensysteme für kommutative Körper angegeben, 
in denen die Fundamentaloperationen Subtraktion und Division sind. Die nur die 
Subtraktion betreffenden Axiome charakterisieren genau die Abelschen Gruppen. Bei- 
spiel eines solchen Axiomensystems für Abelsche Gruppen: a = a — (k— b);a— (b-. ec) 
=c-—(b-—.a); es gibt wenigstens zwei Elemente, und mit a und b gibt es a—b. 

Reinhold Baer (Chapel Hill, N. C.). 

Kodaira, Kunihiko: Über die Struktur des endlichen, vollständig primären Ringes 
mit verschwindendem Radikalquadrat. Jap. J. Math. 14, 15—21 (1937). 

Let A denote a finite, completely primary ring with radical R such that R?= 0. 
The quotient ring K=W/R is a finite field and R is a direct sum , Ä+r,K+-+r,K. 
Each r; is associated with an automorphism A, of K such that an = r,afi, wEK. 
Analysis of addition in X leads to an expression for the sum a + b which involves a 
symmetric polynomial p(&,ß) where &, BEK. The structure of A is determined 
by p and the number s, of base elements r; associated with an automorphism A of K, 
and conversely. If X is a prime field, X is commutative. J.L.Dorroh (Marion). 

Kline, Morris: Homomorphism of rings and fields of point sets. Amer. J. Math. 
60, 139—150 (1938). 

The algebra of rings and fields is studied in detail for the case in which the elements 
are sets of points. In addition to a restatement of a number of classical theorems 
the following results are formulated for separable metric spaces. A o-ring (field) is & 
ring (field) which contains the sum set of every countable family of sets of the ring (field). 
C#. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre. A complete o-field has a unit element. 
I£ a complete o-field F’ is the isomorph of the complete o-field F, {An} is a sequence 


of sets of F and {A/} a sequence of corresponding sets of F’, then ZAn corresponds 
oo oo oo n= 
to DA, IT4„ and JA, belong to Fand F’ respectively and correspond. If the closed 


n=1 n=1 n=1 


sets of-F correspond to these of F’ and conversely and if the limit sets of monotonically 
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increasing sequences of sets of F and F’ belong to F and F’ respectively, then the limit 
sets of all convergent sequences of sets of F and F’ belong to F and F’ respectively 
and correspond when the sets of the sequences correspond. If F’ is a complex field 
and a homomorph of a complete field F, and limit sets of monotone sequences of cor- 
responding sets of F and F’ belong to F and F’ respectively and correspond, then if 
A is a set of F open in the unit element $ of F, its image A’ is open in the unit 8’ 
of F'. Theorems similar to the preceding hold for limit sets under homomorphisms. 
Let F’ be an isomorph of a field F. Let corresponding sets of F and F’ be of the same 
dimension and suppose all sets of F, F’ are homogeneously dimensional. Let A be 
a set of F whose boundary is of lower dimension and suppose that A’ satisfies the same 
condition. If the closures of A and A’ belong to F and F’ respectively, then they are 
corresponding sets. E. W. Chittenden (Iowa City, Iowa, U. S. A.). 

Krasner, Mare: Definition de certains anneaux non commutatifs. Classification 
des extensions primitives des corps & valuation diserete. C. R. Acad. Sci., Paris 205, 
172774 (1937). 

I. Es werden endliche Teilmengen M von algebraisehen Erweiterungen eines Kör- 
pers Q der Charakteristik p + 0 untersucht, welche folgende Eigenschaften besitzen: 
1. M ist ein Modul, 2. der durch die Adjunktion der Elemente von M zu © entstehende 
Oberkörper von Q ist separabel in bezug auf Q, 3. M enthält zu allen Elementen die 
in bezug auf Q konjugierten, 4. für ein bestimmtes ganzes a gilt Q,M = M, wobei 2, 
das aus p* Elementen bestehende Galoisfeld ist. Für solche M werden die Poly- 
nome {y(2) = J]] (x — y) mit Hilfe gewisser nichtkommutativer Ringe gekennzeichnet. 


17 
II. X sei eine endliche algebraische Erweiterung eines in bezug auf eine diskrete Be- 
wertung perfekten Körpers k; 0,0 seien die Restklassenkörper von K,k bez. ihrer 
Primideale. Für diese Körper werden Verzweigungszahlen und Verzweigungsmengen 
diskutiert. Falls O/o nicht separabel ist, wird eine Kette von Inseparabilitätszahlen 
und Inseparabilitätsmengen definiert. Die Verzweigungs- und Inseparabilitätsmengen 
sind die Mengen der Isomorphismen gewisser Körper. III. Es werden Körperketten 
k=Q,C-Q, CC Q,=K, für welche Q;;,/@; eine primitive Erweiterung ist, und 
die Folge der Indizes (Q;;,:@;) untersucht. Taussky (London). 

Krasner, Mare: Le nombre des surcorps d’un degr& donn& d’un corps de nombres 
p-adiques. C. R. Acad. Sci., Paris 205, 1026—1028 (1937). 

Mit Hilfe der Definitionen und Resultate einer vorhergehenden Note (vgl. vorst. 
Ref.) bes immt Verf. die Anzahl der Oberkörper gegebenen Grades n eines p-adischen 
Zahlkörpers sowie die Anzahl der Oberkörper vom Grade n mit gewissen zusätzlichen 
Bedingungen. Insbesondere ergibt sich, daß die Anzahl der voll verzweigten Ober- 
körper vom Grade n ein Vielfaches von n ist. Taussky (London). 

Krasner, Mare: Reetifieation ä& ma note: Definition de eertains anneaux non com- 
mutatifs. Classification des extensions primitives des eorps & valuation diserdte. C. R. 
Acad. Scı., Paris 205, 1347—1348 (1937). 

Verf. bemerkt, daß die in einer früheren Note (vgl. obiges Ref.) benutzte Methode 
zwar nicht ganz allgemein, aber doch im Falle, daß K/k unverzweigt oder O/o separabel 
ist, vollständig gültig ist. Bei geeigneter Modifikation der Definitionen und unter der 
Annahme, daß K/k separabel ist, lassen sich ähnliche Resultate wie in der oben- 
erwähnten Note erzielen. Taussky (London). 

Eichler, M.: Neuere Ergebnisse der Theorie der einfachen Algebren. Jb. Deutsch. 
Math.-Vereinig. 47, Abt. 1, 198—220 (1937). 

The author gives a comprehensive discussion of recent results on normal division 
algebras. The particular topics treated are the vector calculus defining cyclic p-fields, 
the theory of p-algebras, the theory of cyclic normal rings, and the recent discoveries 
on the class number of algebras and other properties of arithmetics of algebras of 
the author himself. Albert (Chicago). 
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Wedderburn, J. H.M.: Note on algebras. Ann. of Math., II. s. 38, 854-856 (1937). 

The note gives the extension which is necessary in order that Wedderburn’s 
proof of his Theorem 10.5 (in his Lectures) be valid for the modular field case. This 
is the so-called principal theorem on algebras. Albert (Chicago). 

Jacobson, N.: Simple Lie algebras of type A. Ann. of Math., II. s. 39, 181—188 
(1938). 

Ausführungen zu den in einer vorangehenden Note (dies. Zbl. 16, 150) ange- 
kündigten Ergebnissen. Einem Lieschen Ring ® vom Typus Ay, über dem Körper ® 
wird eindeutig ein einfaches assoziatives System A mit dem Zentrum P zugeordnet, 
P quadratisch über ®. X besitzt einen involutorischen Antiautomorphismus J über Ö, 
welcher P nicht festläßt. ® besteht dann aus allen Elementen a von X mit J(a) = —a 
und der Spur 0. Isomorphe 8, und 8, führen auf kogrediente J, und J,: J,= T"J,T 
mit einem Automorphismus 7 von X über ®. Im allgemeinen handelt es sich um 
einen inneren Automorphismus 7, dann wird J, nur durch Transformation mit einer 
„Norm“ J,(s) -s abgeändert. Besitzt aber X einen äußeren Automorphismus über ®, 
hat also VA den Exponenten 2, so kommt evtl. noch eine weitere Klasse J, heraus. 

Landherr (Rostock). 

Nowlan, F. S., and Ralph Hull: Sets of integral elements of certain rational di- 
vision algebras. I. Trans. Roy. Soc. Canada, III. s. 31, 163—184 (1937). 

Sei Z der zyklische kubische Klassenkörper zur Einteilung der rationalen Zahlen 
nach den kubischen Resten mod.9 (der kubische Teilkörper des 9-ten Kreiskörpers) 
und D eine von Z zerfällt kubische Divisionsalgebra: 

D=Z(u) mit u =Ö (ganzrational) und uZu!=Z. 
Über die Bedingung hinaus, daß D nullteilerfrei ist (der kubische Kern von ö ent- 
hält mindestens eine Primzahl +3, die kubischer Nichtrest mod.9 ist), wird gefordert, 
daß der zu 3 prime Bestandteil von ö selbst. kubischer Nichtrest mod.9 ist. Verff. 
zeigen, daß es dann genau eine Maximalordnung von D gibt, die die Maximalordnung 
von Z und den Operator u enthält, und bestimmen diese Maximalordnung durch 
Angabe einer Basis. Hasse (Göttingen). 

Sehilling, Otto, und Mikao Moriya: Divisionsalgebren über unendlichen perfekten 
Körpern. J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I Math. 6, 103—111 (1937). 

Verff. zeigen zunächst, daß der Existenz-, Eindeutigkeits- und Perfektheitssatz 
für die Fortsetzung nichtarchimedischer Bewertungen bei endlich-algebraischen Er- 
weiterungskörpern auch bei Erweiterung auf normale Divisionsalgebren gilt. Sie be- 
trachten dann die perfekte Hülle k eines unendlich-algebraischen Zahlkörpers k in 
bezug auf ein Primideal p von k; sei f die Gesamtheit der Elemente aus %, die über 
dem rational-p-adischen Teilkörper von k algebraisch sind. Verff. beweisen mittels 
der eingangs bewiesenen Fortsetzungstheorie: Jede normale Divisionsalgebra D über k 
ist zyklisch. Die Algebrenklassengruppe über % ist isomorph zur Algebrenklassengruppe 
über f; sie. ist vom Typus der Additionsgruppe der rationalen Zahlen mod.1, deren 
Nenner zum unendlichen Bestandteile des absoluten Grades von f prim sind. Die 
Normklassengruppe eines zyklischen Körpers vom Grade n über k ist dann und 
nur dann zyklisch vom Grade n, wenn n zum unendlichen Bestandteil des absoluten 
Grades von f prim ist. Hasse (Göttingen). 

Sehilling, 0. F. 6.: The strueture of local elass field theory. Amer. J. Math. 60, 
75100 (1938). 

Ist für einen diskret-bewerteten perfekten Körper k der Restklassenkörper f 
endlich, so gelten die bekannten Sätze der lokalen Klassenkörpertheorie über k: Für 
jedes n gibt es genau einen unverzweigten Erweiterungskörper vom Grade n über %, 
und dieser ist zyklisch. Für jeden normalen endlich-algebraischen Erweiterungskörper 
von k ist die Normklassengruppe isomorph zur Kommutatorfaktorgruppe der Galois- 
gruppe. Verf. behandelt die umgekehrte Frage, welchen Einschränkungen f unter- 
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worfen ist, wenn über k die Sätze der lokalen Klassenkörpertheorie (in vollem Um- 
fange oder teilweise) gelten. Die Einschränkungen für f treten dabei zum Teil in 
Gestalt von Bedingungen für die unverzweigten algebraischen Erweiterungen von k 
auf, die ja den sämtlichen algebraischen Erweiterungen von f umkehrbar eindeutig 
entsprechen. — Eine naheliegende Einschränkung ist die Forderung, daß f quasi- 
algebraisch abgeschlossen ist (keine echten normalen Divisionsalgebren über f existieren). 
Diese Forderung erweist sich als gleichwertig damit, daß jede normale Divisionsalgebra 
über k vollverzweigt ist oder auch daß die zugehörige Restklassenalgebra kommutativ 
ist. Sie genügt aber nicht, um die Gültigkeit der lokalen Klassenkörpertheorie über k 
in vollem Umfange zu sichern, wie an einem Gegenbeispiel gezeigt wird. — Für die 
weiteren Ergebnisse bezeichne Z zyklische, A abelsche, N normale, K beliebige endlich- 
algebraische Erweiterungen über k, ein zugefügtes U bedeute die Forderung der Un- 
verzweigtheit über %, ein angehängtes n den Grad über k. — 1. Wenn f quasialgebraisch 
abgeschlossen ist, und wenn für jede U.N, mindestens eine von UN, zerfällte normale 
Divisionsalgebra vom Grade n über k existiert, so sind alle UK zyklisch. — 2. Wenn 
jede X, alle normalen einfachen Algebren vom Grade n über k zerfällt, so gibt es für 
jedes n genau eine UZ,. — 3. Wenn für jede UK, die Gruppe der von UK, zerfällten 
normalen einfachen Algebren über k zyklisch von der Ordnung n ist, und wenn das- 
selbe über jeder endlich-algebraischen Erweiterung von %k als Grundkörper gilt, so 
sind alle UK zyklisch. — 4. Wenn die durch normale Divisionsalgebren vom Grade n 
über k gelieferten Algebrenklassen eine Gruppe der Ordnung n erzeugen, und wenn 
es für jede Primzahl g mindestens eine UZ, gibt, so gibt es für jedes n genau eine UZ,. 
— 5. Wenn für jede UZ, die Normklassengruppe zyklisch von der Ordnung n ist, 
und wenn dasselbe über jeder unverzweigten endlich-algebraischen Erweiterung von % 
als Grundkörper gilt, so ist f quasialgebraisch abgeschlossen (und dann auch voll- 
kommen). — 6. Wenn für jede UA die Normklassengruppe zur Galoisgruppe iso- 
morph ist, so gibt es für jedes n genau eine U A,, und diese ist eine UZ,. — 7. Wenn 
für jede UN die Normklassengruppe zur Kommutatorfaktorgruppe der Galoisgruppe 
isomorph ist, so gibt es für jedes n genau eine UK,, und diese ist eine UZ,.— 8. Wenn 
für jede Z, die Normklassengruppe die Ordnung n hat, so gibt es mindestens eine UZ,. 
— 9. Wenn dasselbe auch über jeder endlich-algebraischen Erweiterung von %k als 
Grundkörper gilt, so ist ? vollkommen, es gibt für jedes n genau eine UZ,, und für 
jede A ist die Normklassengruppe zur Galoisgruppe isomorph. — 10. Wenn für jede 
Untergruppe H der Multiplikationsgruppe von k eine A mit Normgruppe H existiert, 
und wenn dabei der Anordnungssatz gilt, so ist f vollkommen, und jede UA ist eine UZ. 
— 11. Wenn zudem A in allen X enthalten ist, deren Normgruppen Untergruppen 
von H sind, so ist jede UK eine UZ. — 12. Wenn eine der Forderungen, die die Einzig- 
keit von UZ, zur Folge haben, auch für alle perfekten Teilkörper von %k erfüllt ist, 
deren Restklassenkörper Teilkörper von f sind, so ist f endlich. — Zum Schluß folgen 
Betrachtungen über die Wesentlichkeit der Beschränkung auf diskrete Bewertungen 
für die Sätze der lokalen Klassenkörpertheorie. Hasse (Göttingen). 

Bergström, Harald: Zur Theorie der biquadratischen Zahlkörper. Die Arithmetik 
auf klassenkörpertheoretischer Grundlage. Nova Acta Soc. Sci. Upsal., IV.s. 10, 
Nr 8, 1-56 (1937). 

Verf. betrachtet die absolut-galoisschen Zahlkörper E, deren Galoisgruppe die 
symmetrische. Gruppe von 4 Elementen ist. Er stellt sich die Aufgabe, diese Körper E 
durch klassenkörpertheoretische Invarianten zu kennzeichnen sowie Zerlegungsgesetz 
und Diskriminante für ihre sämtlichen Teilkörper durch diese Invarianten zu be- 
schreiben. Als ein klassenkörpertheoretisches Invariantensystem von E bezeichnet 
er — etwas allgemeiner als bisher üblich — einen Teilkörper @ von E und eine Ideal- 
gruppe Hain £2 derart, daß E der galoissche Körper über 2 zum Klassenkörper von Hg 
ist. An solchen Invariantensystemen benutzt er:die folgenden drei: 1. Den der Vierer- 
gruppe 3 entsprechenden bikubischen galoisschen Teilkörper B, und die Idealgruppe Hz, 
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mit Klassengruppe vom Typus ®, zu welcher E selbst der Klassenkörper ist. 2. Einen 
der drei konjugierten kubischen. Teilkörper K von B, und die Idealgruppe Hg mit 
Klassengruppe vom Typus ®, zu welcher der über K nichtzyklische unter den drei 
konjugierten Teilkörpern C vom Grade 12 Klassenkörper ist. 3. K wie eben und eine 
der beiden Idealgruppen H,x, Hax vom Index 2, deren Klassenkörper die von B, 
verschiedenen bikubischen Teilkörper B,, B, von C sind. H,x und H;x werden da- 
durch unterschieden, daß E zyklisch (vom Grade 4) über B, und nichtzyklisch (vom 
Grade 4) über B, ist. Hz ist der Durchschnitt von H,x oder Hy, mit der Ideal- 
gruppe H,z vom Index 2, zu der B, als Klassenkörper gehört. — Dafür, daß ein nicht- 
abelscher galoisscher bikubischer Körper B, und eine Idealgruppe Hz, vom Index 4 
das Invariantensystem eines Körpers E bilden, ist notwendig und hinreichend, daß Hz, 
bei den Automorphismen von B, invariant ist, daß aber die Nebenklassen nach Hz, 
bei den beiden Automorphismen der Ordnung 3 von B, zyklisch permutiert werden; 
die letztere Forderung ist gleichbedeutend damit, daß Hz, alle zu seinem Führer 
primen Ideale des in B, enthaltenen quadratischen Teilkörpers enthält. Dafür, daß 
ein nichtzyklischer kubischer Körper K und eine Idealgruppe H,z vom Index 2 das 
Invariantensystem eines Körpers E bilden, ist notwendig und hinreichend, daß die 
Norm des Führers von H,x sich von der Diskriminante D; nur um ein rationales 
Quadrat unterscheidet, und daß H,z von der Idealgruppe H,x verschieden ist, zu 
welcher der absolut-galoissche Körper B, von K als Klassenkörper gehört. Dafür, 
daß ein nichtzyklischer kubischer Körper K und eine Idealgruppe H;x vom Index 2 
das Invariantensystem eines Körpers E ist, ist notwendig und hinreichend, daß die 
Norm des Führers von H,;x ein rationales Quadrat ist. In diesen Aussagen sind die 
im Führer steckenden unendlichen Primstellen sinngemäß mitzuberücksichtigen. Da- 
für, daß ein nichtzyklischer kubischer Körper K und eine Idealgruppe H vom Index 4 
das Invariantensystem eines Körpers E bilden, ist notwendig und hinreichend, daß Hx 
der Durchschnitt von H,x mit: einer Idealgruppe H,z oder H,x der vorhergenannten 
Art ist. — Nach dem Klassenkörperzerlegungsgesetz und der Führerdiskriminanten- 
formel können Zerlegungsgesetz und Diskriminante für E selbst: leicht mittels des 
Invariantensystems B,, Hz, beschrieben werden. So ergeben sich aber noch nicht 
Zerlegungsgesetz und Diskriminante für die Teilkörper von E, von denen im Sinne 
der Fragestellung des Verf. besonders die 4 konjugierten biquadratischen Teilkörper $ 
interessieren. Dies gelingt durch Heranziehen des Invariantensystems K, Hz und unter 
weitgehender Ausnutzung der Artinschen gruppentheoretischen Strukturtheorie der 
Diskriminante. Verf. führt das in allen Einzelheiten aus und gibt eine tabellarische 
Zusammenstellung der 38 Typen von Hilbertschen Untergruppenreihen, die eine Prim- 
zahl p für einen Körper E haben kann, mit jeweils den zugehörigen Zerlegungen von p 
in den sämtlichen Teilkörpern von EZ. Zum Schluß geht er noch besonders auf die 
biquadratischen Teilkörper $ ein. Die Diskriminante D, hängt mit dem Führer f3z 
von H,;x und der Diskriminante Dx durch Ds = Dg ’ N (fax) zusammen. Ferner gilt 
für die Produkte aus Regulator und Klassenzahl der Körper B,, $, K die Formel 
Rp,hp, = Rshs‘ Rxhx. Die Anzahl der biquadratischen Körper S zu festem kubi- 
schem Körper K mit gegebener Diskriminante D, wird bei geeignetem D; beliebig groß. 
Hasse (Göttingen). 

Zahlentheorie: 

@® Comptes-rendus du deuxiöme congr&s international de r&er&ation math&matique. 
Paris 1937. Bruxelles: Libr. du ‚„Sphinx“ 1937. 103 pag. et 12 fig. 

Beiträge zu mathematischen Spielen und zur Unterhaltungsmathematik. Tabelle 
der Primzahlen und des kleinsten Faktors der Zahlen zwischen 1012 und 101? + 10000 
von M.Kraitchik. Tabelle von P. Poulet aller zusammengesetzten Zahlen n < 10%, 
für welchen 2" =2(modn) ist, mit Angabe der größten Primfaktoren (22953683 
muß ...73, 26887421 muß ... 77421, 39016841 muß ...741 sein). In der Tabelle 
sind 251 Zahlen n angegeben, die der Kongruenz a" = a (mod n) für jedes @ genügen. 
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Die Tabelle ist eine Ausdehnung einer solchen von D. H. Lehmer (dies. Zbl. 14, 102). 
Man sehe weiter dies. Zbl. 18, 5. N.G. W.H. Beeger (Amsterdam). 

Erdös, Paul, and Chao Ko: Note on the Euclidean algorithm. J. London Math. Soc. 
13, 3-8 (1938). E 

Der Euklidische Algorithmus (E. A.) gilt in einem quadratischen Körper R(Ym), 
wenn es zu 2 beliebigen ganzen Zahlen &, ß + 0 eine ganze Zahl y gibt [&, ß,y in 
R(Ym)], so daß |N(&/ß — y)| < 1. Bisher konnte die Existenz des E.A. nur in folgen- 
den Fällen noch nicht entschieden werden: 


.m=p=13+%4n (n>]); 
I.m=p= 1+38n (n>7); 
II. m=p'q, wop=gqg=3.oder p=q=7(8) und p-g>57. 


In dieser Arbeit wird gezeigt, daß der E. A. nur in endlich vielen Körpern R(Yp) 
gilt (p = Primzahl). Der Fall III wird nicht behandelt. Hofreiter (Wien). 

Pillai, S. S.: On the addition of residue elasses. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 7, 
1—4 (1938). 

M is a positive integer. “Residue classes’”’ means “different residue elasses mod M”. 
Also Q1,4,...@m and b1,bg,...,d„ are two sets of residue classes; C1,0,...,& 
are the residue classes which can be represented in the form 

“+b, 1sism I1=sj<n. 
d,.=(M,b, —bu1), r=1L..„n—1. 
Without loss of generality, we can assume that the suffixes of the b are so ordered 
that ,<d,;, (r=1,...,n— 2) and that d„_, assumes its least: value. Finally 
._[M M M 

H -Minl, +1 u. Eee n—l. 
The author proves: (l) When m +n—1=H, then i>m-+n-—1. (2) When 
m+n—1=M,thenl!=M. These are generalisations of theorems due to Daven- 
port and I.Chowla (see this Zbl, 10, 389 and 12, 247). Wright (Aberdeen). 

James, R. D.: A problem in additive number theory. Trans. Amer. Math. Soc. 
43, 296—302 (1938). 

The author proves by elementary means (based on known theorems concerning 
representations by squares and the .prime factors of x? + y?) results of which the 
following is typical: Consider the set of all integers n, with the property that n, =1 
and that every prime factor ofeach n,,?>1, is ofthe form 457 +1. Letr =3, 4, 5 or 6. 
Then every integer N=r(mod4), N>r, is a sum of exactly r integers n, all but 
three of which may be taken equal to 1. Except for r = 6 this result is the best: possible 
in the sense that there is an infinity of integers N = r (mod 4) which are not the sum 
of fewer than r integers n,. — By Viggo Brun’s method the author also proves that 
every sufficiently large integer N = 2 (mod 4) is a sum of two integers which have 
all except: possibly two of their prime factors of the form 45 +1. Wright (Aberdeen). 

Subba Rao, K.: Representation of every number as a sum of rational &-th powers. 
J. London Math. Soc. 13, 14—16 (1938). 

The author defines g,(k) as the least value of s such that every rational number n 
can be expressed in the form 

434: 4%, 

where the x are rational numbers. He proves that g,(k) < 24@+U)] and as corollaries 
deduces that (5)° = (4)® i.o. and (5)° = (4) i.o. The first of these corollaries is new. 
(For the notation, see this Zbl. 12, 340.) There is a mistake in the proof of the theorem; 
the process given expresses O’p*-1g (not p*-1g) as a sum of 2% rational k-th powers, 
where Ü depends on k. Putting p=(,q=n and dividing by O* we have the same 
result as before. For values of k>7, better results for g,(k) are given by another 
somewhat similar method (see Wright, this Zbl. 12, 196). Wright (Aberdeen). 


Also 
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Chatland, H.: The asymptotie Waring problem for homogeneouspolynomialsummands. 
Ann. of Math., II. s. 39, 49—57 (1938). 

The author uses the Vinogradoff method for Waring’s problem as modified by 
Dickson (see this Zbl. 13, 391) and finds an upper bound for the number of values 
of a suitable homogeneous polynomial required to represent all sufficiently large 
integers. This upper bound is approximately two-thirds that obtained in the k-th power 
Waring problem. Wright (Aberdeen). 

Halmos, P. R.: Note on almost-universal forms. Bull: Amer. Math. Soc. 44, 
141—144 (1938). 

Eine Form ax? + by? + cz? +.dt? (a,b,c,d positiv, ganz) heißt fast universal, 
wenn sie alle positiven ganzen Zahlen mit genau einer Ausnahme darstellt. Verf. gibt 
88 Formen an, unter denen alle fast universalen Formen vorkommen, und beweist, 
daß die Formen f, = 22? + 2y? +32? + 41? und /, = 22? + 3y? + 42? + 51? fast 
universal sind. « Hofreiter (Wien). 

Lehmer, D. H.: On the series for the partition funetion. Trans. Amer. Math. Soc. 
43, 271—295 (1938). 

This is a study of the arithmetical ‚properties of the coefficients A,(n) in the 
Hardy-Ramanujan-Rademacher formulae for the number p(n) of partitions of n (see 
this Zbl. 17, 55 and 56). The general case is first reduced, by means of multiplicative 
properties, to that in which k is a power of a prime. It is then shown that in this 
case A;,(n)/kt is equal to a power of 2 multiplied by the cosine of a rational multiple 
of x. The investigation is based in part on the theory of generalised Kloosterman 
sums. The results, besides facilitating the calculation of A,(n), render valuable service 
in the estimation of the remainder in Rademacher’s formula. For they enable the 
author to replace the trivial inequality |A;(n)|<%k by Ay(n) =O(k}+:) and indeed 
by more precise estimates with numerical constants. Ingham (Cambridge). 

Lehmer, D. H.: An application of Schläfli’s modular equation to a conjecture 
of Ramanujan. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 84—90 (1938). 

The numbers p(1224), p(2052), p(2474) and p(14031) are calculated and shown 
to be divisible by 5%, 113, 5° and 11, respectively, in accordance with Ramanujan’s 
conjecture that the number p(n) of partitions of n is divisible by ö if ö = 5°, 7*, or 11°, 
and 24n = 1(modö). (This conjecture has been proved for ö = 5, 52, 53, 7, 72, 11, 112, 
but disproved for ö = 7?; see this Zbl. 10, 152.) The calculation is based on the Hardy- 
Ramanujan-Rademacher formulae for p(n) (see this Zbl. 17, 55 and 56), and involves, 
in addition to the arithmetical problems connected with the coefficients A,(n) (for 
which see the prec. rey.), practical difficulties in the calculation of e* when u is too 
large for direct computation to be convenient or reliable. Owing to the special forms 
of u, however, the theory of elliptic modular functions can be used (after the manner 
of Hermite, Kronecker and Ramanujan) to show that e* is approximately equal 
to an algebraic number which can be calculated by recognised methods for the numerical 
solution of algebraic equations. — It may be mentioned that p(14031) is a number 
with 127 digits. Ingham (Cambridge). 

Ikehara, Shikao: A theorem in „Factorisatio Numerorum“. Töhoku Math. J. 
44, 162—164 (1937). 

Let k(n) denote the number of representations of n as a product of factors greater 


n 
than 1, and K(n) = 2) k(m). Let o denote the positive root of the equation $(s) = 2. 


n_ 
It is proved that X(n)>ne-*® for an infinity of values of n, while K(n)< n®*+° for 
alllargen. See Kalmär, this Zbl. 1, 127, and E. Hille, this Zbl. 15, 100. Titchmarsh. 
Bell, E. T.: Funetions of coprime divisors of integers. Bull. Amer. Math. Soc. 48, 
818—822 (1937). 
The author considers a finite or infinite set U: 1, u,, ug, ..... of positive coprime 
integers and discusses a theory of numerical functions of those integers n which are 
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represented as products of powers of the u’s. This representation, when it exists, 
is unique. In case U is the set of all primes, then the theory becomes the familiar 
“divisor calculus” of numerical functions associated with the multiplication of ordinary 
Dirichlet Series. In case U is any other infinite set of coprime integers, then not every 
positive integer n is representable as a product of powers of the ws. A simple iso- 
morphism, however, can be set up between those n’s which can be so represented 
and all positive.integers in which we make the number n = uf'wg?... correspond 
to the number pfıp$..., where the p’s are the successive primes. By means of this 
isomorphism one passes at once from the ordinary divisor calculus to an equivalent 
one. If some other scheme can be devised for representing numbers uniquely as pro- 
ducts of powers of other numbers a similar isomorphism can be set up. Such a scheme 
is given by n = sfıs$®... where the &’s-are distinct and the s’s have no square factor. 
D. H. Lehmer (Bethlehem, Pa.). 

Corput, J. 6. van der: Sur deux, trois ou quatre nombres premiers. II. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 41, 25—836 (1938). 

Verf. gibt ausführliche Beweise für die Hilfssätze, die für den ersten Teil der 
Arbeit (vgl. dies. Zbl. 17, 390) benötigt werden. Hans Heilbronn (Cambridge). 

Corput, 3. 6. van der: Sur la methode de Weyl dans la th&orie des nombres. III. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 40, 836—846 (1937). 

Verf. hat 1929 (Math. Z. 29, 397—426) folgenden Satz bewiesen: Es sei P, k, X ganz, 
X>k22, x=2% r>0, f(e) reell fr = P+1,P+2,..,P+X; 

Pfa)>r fü s=P+1l..,P+X-k; 
(X-Mo=AH(P+X-k+1) - AtiPp+1). 


P.4 
> e2ril(z) 
z=P+1 


wo c>0 eine absolute Konstante ıst. Hier wird für diesen Satz ein einfacherer Be- 
2 


Daun ist 1 2 2 
<cXMax ((o-r) ER (rXk) *, Be! 


weis gegeben; und zwar wird der Fall k = 2 (in welchem man sogar das Glied (0 1,X) ® 
hinter „Max‘‘ weglassen darf) direkt bewiesen, während der Fall k > 2 mit Hilfe der 
„premiere inegalite fondamentale generalisee‘““ (vgl. dies. Zbl. 17, 248) auf den Fall 
k—=2 zurückgeführt wird. Für einen schwächeren Satz, der aber in vielen Fällen die- 
selben Dienste leistet, hat auch Titchmarsh in seinen Arbeiten „On van der Corput’s 
method ...“ einen einfachen Beweis gegeben (vgl. dies. Zbl. 2, 329). (II. vgl. dies. Zbl. 
18, 8.) Jarnik (Praha). 

Zalewasser, Z.: Sur les polynömes assoeies aux fonetions modulaires 9. Studia 
Math. 7, 16-35 (1938). 

Verf. studiert die von Hardy und Littlewood [Acta math. 87, 193—238 (1914)] 


N n 
betrachteten Summen s?(z) =Der-UM'riz, s®(z) —Ne'ziz, = (-1jre'riz 
v=1 v»=1 v=1 
für reelle x und beweist [O,, Cs, ... . sind absolute positive Konstanten, (a, b) bedeutet 
stets ein Intervall von der Länge A<=1): I. It N>1, 0<A<0,A YN, so ist das 
Maß der Menge aller x aus (a,b) mit Max Is (2) | >AYN kleiner als 0,AA?(i=2,3,4). 
l1znsN 
— N. Für A=3,4 ist diese Abschätzung scharf in folgendem Sinne: Ist N>1, 
G<A<QyA YN, so ist das Maß der Menge aller x aus (a, 5) mit IP (a)| > AYN 
größer als 0,44%. — IN. It A=3,4, 0<a&<4, so gibt es zwei positive, nur 


von & abhängige Zahlen F,,@, mit 
b d 


um ı —a/2 (2) & : _& a 
AG, =liminfN ie (@)| des limsup N 12 ‚Max |? (@)]| des AF,. 
a 


a 
Analog für «—=4 und (etwas schwächer) für «>4. — IV. Ist p(t)>0 wachs.nd 
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und 2)9”*(k) konvergent, so ist für fast alle x sa (2) =O (n!!2 p(logn)). — V. Es sei 
k=1 & oo 

>, >>... > 0; dann;gilt: A. Ist I) a}<oo, so ist f(x) = D’a„er'”iz fast 
n=1 


überall konvergent. — B. Ist D’a,n 1/2 <oo, so ist f(a)EL* für 0 <a <4— 
C. Ist Da, nV? logl/in < oo, so ist f(x) € LA. Jarnik (Praha). 

Davenpert, H.: On primitive roots in finite fields. Quart. J. Math., Oxford Ser. 
8, 308—312 (1937). 

Nach Vinogradoff gilt für die kleinste positive Primitivwurzel g(p) der Prim- 
zahl p die Abschätzung g(p) = O(pt*°) für jedes e>0 bei p> oo (s. etwa Landau, 
Vorlesungen ü. Zahlentheorie 2, 178—180). Verf. beweist einen analogen Satz für 
irreduzible Polynome im Primkörper, @(p) der Charakteristik p #0 in der Form: 
1. Für p>p,(k) kann zu jedem primitiven Element 9 des Galoisfeldes G(p*) von 
p* Elementen ein a€ G(p) so gefunden werden, daß 9 — a ein erzeugendes Element 
der multiplikativen Gruppe (Primitivwurzel) von @(pf) ist. In umgekehrter Richtung 
wird bewiesen: 2. Für jedes p > 2 gibt es unendlich viele Galoisfelder @(p*) mit primi- 
tiven Elementen ® derart, daß kein a®-+b,a,bE@(p), Primitivwurzel von G(pt) ist. 
Der Beweis von 1. beruht ähnlich wie bei Landau (loc. cit.) auf der Tatsache, daß 


genau dann u(d) 
Zar t0 


alr-ı 2. 


gilt, wenn & Primitivwurzel von G(p) ist, x(® durchläuft die ®(d) Charaktere der Ord- 
1 


?-1 a 
nung d von G(p*). Dazu ist die Abschätzung D’xy(z + 9) = ol" Zt 5) für jedes 
s=0 


primitive Element ® und jeden Charakter x # 1 von @(p*) nötig, die durch Rech- 
nungen mit Gaußschen Summen bewiesen wird. Zum Beweis von 2. wird ein Er- 
gebnis von Kornblum [Math. Z. 5, 100—111 (1919)] herangezogen: Sind M (x), A(x) 
teilerfremde Polynome in @(p), so gibt es unendlich viele irreduzible Polynome P(x) 
geraden Grades mit höchstem Koeffizienten 1 in G@(p), für de P=AmodM gilt. 
It P(x)=1moda®— x vom Grad 2 =k P(#%)=0,a,bEG(p), so wird 
Newrja@) (a9 + b) = (— a)?F, und infolgedessen ist ad + b ein Quadratrest und kann 
keine Primitivwurzel sein. Auch der Fall p=2 kann in ähnlicher Weise erledigt 
werden. Deuring (Jena). 

Davenport, H.: Note on an identity eonnected with diophantine approximation. 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 34, 27 (1938). 

Sei @ eine irrationale Zahl zwischen O und 1. Bei der Untersuchung der Hecke- 


schen Funktion S 
J(s, 6) = Z{n!n”®, 


n=1 


wo {}=t— [f] — $, benutzen Hardy-Littlewood die Identität 


J(8, 6) — 6 E &(s = 1) a 1.0 II- 1710, (810,7 E dv; w-1> 9%); 


wo 


Co(sla;w,w) =D (a +mw+ mu)” 
m=0 m’=0 
und p,/q, der v-te Näherungsbruch von ® ist (po/gu = 0/1). Diese Identität ist gleich- 
bedeutend mit [»0] = IE 1)’-1n,, wo n, die Anzahl der Darstellungen von n als 
v=1 


mq,-ı + m’g, mit m, m’ >]1 ist. Um letztere Identität zu beweisen, braucht man 
nur zu beachten, daß n, auch als die Anzahl der ganzen Zahlen gekennzeichnet ist, 
die im engeren Sinne zwischen np,_ı/9,-ı und np,/q, liegen, und daß np,/gq, oszil- 
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lierend gegen n® strebt. — Der damit auf einfachste Weise bewiesenen Identität 
zwischen Dirichletreihen entspricht die Identität zwischen Potenzreihen: 


TI een 
Ds] 03 > N Teenie: 
an ch Hasse (Göttingen). 
Hofreiter, Nikolaus: Über komplexe Linearformen. Mh. Math. Phys. 46, 310—312 


(1938). 

Beweis folgender zwei Sätze: 1. Sei k > 0 gegeben und beliebig klein. Dann gibt 
es drei Linearformen £&,, &,, & der Determinante 1 in &,, 25, 23, von denen &,,&, 
komplex konjugiert sind und £, reell ist, so daß für positive Zahlen A,, A,, A, mit 
Aylylz = k, A)= A, die Ungleichungen |&,|<A,, |&| <= A,, |&s| = A, nicht nur die 
triviale ganzzahlige Lösung &, = 2,= 2, =0 haben. Ein entsprechendes Resultat gilt 
für Systeme von r, reellen Formen und r, Paaren komplex konjugierter Formen in 
r, + 2r, Veränderlichen, falls r, > 1 ist. — 2. Es gibt eine Konstante kmit 3 <k<1 
und mit der folgenden Eigenschaft: Sind &,, & zwei komplexe Linearformen in 2], 23, 
deren Determinante den Absolutbetrag 1 hat, und ist k(Y—m) ein imaginär-quadra- 
tischer Zahlkörper, so gibt es zwei positive Zahlen A,, A, mit A,A,=k, so daß die 
Ungleichungen |&,| <A, |&,| <A, keine andere Lösung z,, x, in ganzen Zahlen aus 
k(Y—m) als 2, = 2%, —=0 haben. — S. hierzu L. J. Mordell, J. London Math. Soc. 
12, 34—36 (1937); dies. Zbl. 15, 390. K. Mahler (Manchester). 

Tschebotaröw, N.: Algebraisch-arithmetische Bemerkungen. Wiss. Eintrag. Math., 
Ausg. 2, 94, H.7, 3—16 (1934) mit deutsch. Auszug [Russisch]. 

' Die vorliegende Note zerfällt in drei voneinander unabhängige Teile. 1. Im 
ersten Teil verallgemeinert Verf. die Überlegungen der zwei ersten Paragraphen der 
Ph. Furtwänglerschen Arbeit über den Hauptidealsatz in Klassenkörpern [Abh. Math. 
Sem. Hamburg 7, 14—36 (1930)] auf die Frage, welche Ideale in k zu Hauptidealen 
eines Teilklassenkörpers X, über k werden. Die gruppentheoretische Bedingung hier- 
für wird in Form einer symbolischen Potenz X%$ — ] ähnlich der Furtwänglerschen 
Gleichung (12) =1 (a. a. O. 20) ausgedrückt, und die Eigenschaften solcher Potenzen 
mit „symbolischen Normen“ im Exponenten werden näher untersucht. — 2. Im zweiten 
Teil gibt Verf. einen Beweis für den Hilbertschen Irreduzibilitätssatz für Polynome 
M&1>-- + m; Y1>-- 4") in beliebig vielen Veränderlichen %; und Parametern z, 
(D: Hilbert, Ges. Abh. 2, 264ff.), indem er ihn auf den Spezialfall m=n=1 
zurückführt und diesen als schon bewiesen annimmt. — 3. Im letzten Teil wird die 
Minkowskische Vermutung über inhomogene lineare Polynome behandelt [s. J. F.Koks- 
ma, Diophantische Approximationen, Ergebn. d. Math. IV 4, 18--20, Berlin 1936 ; ferner 


n 
H.Davenport, Acta Arith. 2, 2, 262—265 (1937)]: = 2 @,,2,+b; (=1,2,..., n) seien 
! 
n reelle lineare Polynome mit der Determinante |a,,|=1. Die Vermutung besagt, 


N 
daß | II u =2"" in ganzen x, lösbar ist. Für rationale «a,, ist die Vermutung fast 
i=1 
trivial (Verf. gibt einen kurzen Beweis), im allgemeinen Fall dagegen bisher nur für 
n=2 und n=3 bewiesen. Verf. gibt einen wunderbar einfachen Beweis, daß für 


n 
jedes e>0 wenigstens immer | II n <2-"n2 4 ge ganzzahlig lösbar ist. Sei dies 
i=1 


falsch. Dann gibt es ein L >27" und für jedes &>0 ein System ganzer &,, so - 
n 
daß =) Un <L+e ist; sind ferner &; j=1,2,...,n) n ganze Zahlen und ist 


nn i=1 


LU Dais,, so ist stets 
j=l 


A + 0m >L g==1) 
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und also 
IIK +6 =.) > zz, ($= Tl) und folglich IIG = 2) = =: 


Sei nun zur Abkürzung a = (2”/2 L)Vr, also a>1. Nach dem Minkowskischen Linear- 
formensatz hat das Ungleichungssystem 


|Y | Yy 9 n 

nis H% ms el%,...m<tely M) 

eine nichttriviale ganzzahlige Lösung; diese kann man so auswählen, daß 271, .. ., 27 
|9ı| 


nicht mehr den ae genügen und also etwa 7, > ist. Dann gilt aber 


‘a 

offenbar 1 — (2/ad) <1— (2 < <1— (1/2a?), ferner wegen (1): 1<1— (#)< +1 
1 i 

Br ir (2) S0-4h 1 - (2) 


TIG-H)>) 


i=1 


=1-— (1/2a?) folgt demnach 


{1 — (1/2a2)}-1> 


für 1 — (2) <o, d.h. |1 —( 2) | = 


2 
Au 


EEG) > 


Beide Ungleichungen sind unmöglich, da die linke Seite kleiner als 1, die rechte be- 
liebig nahe bei 1 ist. Mahler (Manchester). 
Jarnik, Vojtöeh: Neuer Beweis eines Khintchineschen Satzes. Cas. mat. fys. 67, 
109—113 (1938). 
Verf. gibt einen neuen Beweis für folgenden Satz von Khintchine (vgl. dies. 
Zbl. 15, 154): „Zu jedem natürlichen n und jedem y > 0 gibt es ein I'= I‘(y,n) >0 
mit folgender Eigenschaft: Für gegebene ®,,.. ., 01, &, - » -, & seien die Ungleichungen 


1 2 
En W=1,2,...,n), 0<ysyt" 
für jedes ! >1 in ganzen g, p; unlösbar; dann sind die Ungleichungen 
2. —-4—l<t (=12%...,n, 0<gste 


für jedes ? > 1 ganzzahlig lösbar.‘ Wegen des Beweises, der auf den additiven Eigen- 
schaften der Restklassen modg beruht, vgl. die Arbeit von Erdös und Verf. (dies. 
Zbl. 18, 6); s. ferner wegen eines anderen und einfacheren Beweises: L. J. Mordell, 
dies. Zbl. 16, 392. Mahler (Manchester). 

Mahler, Kurt: Über die Dezimalbruchentwicklung gewisser Irrationalzahlen. Ma- 
thematica, Zutphen B 6, 22-36 (1937). 

Es bedeute g,@,'@,... die Darstellung der Zahl 9 als Systembruch zur Basis q 
g>223,gunda>]1 ganz: d Er Für t>1 werde unter 

= (A, Ay: Ascı) 

irgendeine Sequenz aus £ der er 0,1,2,....9 — 1 verstanden; es gibt dann einen 
durch A eindeutig bestimmten gekürzten Bruch 
= 0, AoArr ade (N>]1). 


Hat N genau u Ziffern in seiner Darstellung zur Basis q, so heiße u die Höhe von 4; 
es heiße t die Länge von A. Verf. zeigt dann elementar: Satz 1. Die reelle Irrational- 
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zahl 9 genüge für alle Paare ganzer rationaler Zahlen z,y mit y„>y>1 der Un- 
gleichung 


E — z| >TIy-- (T>0undw>0 von x und y unabhängig). 


(9 ist also eine nicht-Liouville-Zahl.) Die Teilsequenz 0 = {a,@a41..-Y4+sc-ı) IN 
der Darstellung 9 = g,a,@,... sei identisch mit einer s-maligen on der 
Sequenz A von der Länge t und der Höhe u. Dann ist für n>1 280, 


logq ' 
ss (+ o-1)+@-Nn+en. 
Sätze 2 und 3 (Spezialfälle der Ergebnisse einer anderen Arbeit des Verf., dies. Zbl. 
17,56). Satz4. Zu jedem g > 2 und jedem noch so großen m > 1 gibt es eine Sequenz A, 
die nicht durch Wiederholung einer Teilsequenz entsteht, deren Höhe nicht größer 
als 2m, deren Länge aber mindestens gleich m(q — 1) g""! — O(m) ist. Koksma. 

Lettenmeyer, Fritz: Eine geometrische Entwicklung der Lehre von den regelmäßigen 
Kettenbrüchen. (Beiträge zur Geometrie der Zahlen. I.) Deutsche Math. 3, 65—88 
(1938). 

Sei 0<E&<1;{L irrational. Es werde die Folge 0, 6,22,3£,... durch Aufrollen 
der Zahlengerade derart auf die Peripherie eines Kreises mit Radius (27) "! abgebildet, 
daß der Punkt O in einen vorgegebenen Punkt A dieser Peripherie fällt. Aus der 
Folge A, P,, P,,... dieser Bildpunkte wähle man diejenige (sich gegen A verdich- 
tende) Teilfolge P/, P%,... mit: der Eigenschaft, daß P) v>1) näher an A liegt 
als sämtliche ihm in der Folge P,, P,,... vorangehenden Punkte (dabei ist P} = P,„ 


mit m = 5 zu setzen). Diese Teilfolge erweist sich identisch mit der Bildfolge der 
Zahlen 3,6 — A, (n=1,2,...), wo = den n-ten Näherungsbruch des regelmäßigen 


Kettenbruchs Z darstellt. Aus der obigen Definition der Folge Pi, P3,... . leitet: Verf. 
durch geometrische Betrachtungen auf der Kreisperipherie (also im eindimensionalen 
Raum) die wichtigsten bekannten Eigenschaften der Kettenbruchlehre her. Für die 
Herleitung gewisser Eigenschaften (z. B. der rekurrierenden Formeln für die A, und B,,) 
erweist sich die Kenntnis einer bestimmten abgekürzten Konstruktion der Folge 
Pi, P3,... wesentlich. — Für eine ähnliche, jedoch rein arithmetische Theorie vgl. 
Ref.: Über einen Dirichlet-Minkowskischen Approximationssatz, Mathematica B 
(Zutphen) 6, 113—131, 171—181 (1937/38). Vgl. auch das nachstehende Ref. 
J. F. Koksma (Amsterdam). 

Lettenmeyer, Fritz: Eine Methode für die gleichzeitige Approximation zweier oder 
mehrerer reeller Zahlen. (Beiträge zur Geometrie der Zahlen. II.) Deutsche Math. 8, 
89108 (1938). 

In der vorhergehenden Arbeit kann man statt des Kreises vom Umfang 1 auch 
die „modulo 1 geschlossene Einheitsstrecke‘“ nehmen. Der Gedankengang wird nun 
auf den zweidimensionalen Fall übertragen, indem der Vektor (£’, 2”) (mit 0<U’<1, 
0<d”’<1,Z’ und £” irrational) vom Ursprung O aus abgesetzt und dann wiederholt 
an sich selbst angesetzt wird; dabei soll er aber nicht: über das „modulo 1 geschlossene“ 
Einheitsquadrat hinausragen (es werden die Kanten = 0 und z=1 sowie die Kan- 
ten y=0, y=1 miteinander identifiziert; das Quadrat ist dann vom Typus des 
Torus). In verschiedenen Weisen kann man nun aus der Folge der Bildpunkte P,,P,,.... 
(der Punkte (£’, &’'), (2£',2£”),...). eine (der im vorstehenden Referat besprochenen 
Folge P}, P3,... analoge), sich gegen O verdichtende Folge Pi,P3,... herleiten. Die 
vom Verf. bevorzugte Konstruktion liefert dann eine unendliche Folge von Näherungs 
tripeln (4,, 47, B,) (n=1,2,...) mit ganzen teilerfremden 47, 4/, B, mit 1<B, 
<B<... und Be ( 44 1 

ax 


Pa 
2)” B,yB,,, 


> 


udn 
B, 


)< 
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Eine abkürzende Konstruktion zur Herstellung der P/, P3,... ist hier im Gegensatz 
zur vorhergehenden Arbeit: nicht möglich; deshalb kann der Verf. kein Analogon zur 
Kettenbruchtheorie aufstellen. Die Nichtexistenz eines eindeutig bestimmten Analogons 
erblickt Verf. schon in der Tatsache, daß die Konstruktionsmethode der P/, Ps,... 
hier nicht eindeutig bestimmt ist. Für weitere Lit. vgl. den Bericht des Ref.: Diophan- 
tische Approximationen, Berlin 1936. Man vgl. wegen verwandter Methoden noch 
die Arbeiten V. Bergströms, dies. Zbl. 14, 253; 17, 104. J. F. Koksma. 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Menger, Karl: Une forme abstraite du th&or&me de Borel-Lebesgue gengralise. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 563—565 (1938). 

Ein relstionstheoretischer Abstrakt (nebst einer zweiten topologischen ee) 
der von C. Kuratowski und W. Sierpihski in Fundam. Math. 2, 176 (1921) für 
Frechetsche Limesräume bewiesenen Äquivalenz folgender beider Aussagen: 1. Be- 
deckt eine Klasse K von Mengen eine Menge M, d.h. liegt jeder Punkt von M im 
Innern von einer Menge aus K, so gibt es eine abzählbare Teilklasse TC K, die be- 
reits M bedeckt (sog. verallgemeinerter Borel-Lebesguescher Satz). 2. Ist eine Menge M 
unabzählbar, so gibt es in M einen Punkt derart, daß jede diesen Punkt im Innern 
enthaltende Menge eine unabzählbare Teilmenge UcC Mim Innern enthält. Knaster. 

Besieovitch, A. S.: On the fundamental geometrical properties of linearly measurable 
plane sets of points. II. Math. Ann. 115, 296—329 (1938). 

This important memoir is the second part of the paper published by the author 
in Math. Ann. 98, 422—-464 (1928), but may be read independently of the latter. 
Besides several new results and improved evaluations, it contains an elementary and 
considerably simplified account of the former results of the author, concerning the 
structure of plane sets from the point of view of the theory of linear measure. — 
Notations: The “'measure”” LE of a set Z is meant in the sense of the “length” of 
Carath&odory; all the sets under consideration are supposed of finite measure. If 
a€E E, and E, denotes the part of E contained in the circle of center a and radius r, 
then the upper limit, the lower limit, and the limit of the ratio LE,/2r as r—0 
are respectively termed upper density D*(a, E), lower density D,(a, E) and density 
D(a,E) of E at the point a. Replacing E, by its part contained in an angle (0, , 6,), 
we obtain the corresponding densities in the angle (0,, 05), denoted respectively by 
D*(a, (0,, 6), E), Dx(a, (0,, 05), E), D(a, (0,, 0), &). A point a is called regular 
point of E if D(a,E) =1, and a set E is said to be regular (irregular) if almost all 
of its points are regular (irregular). A straight line of direction @, passing through 
a point E E is tangent to E at a if D*(a, E) >O and if the densities of E at a in 
both angles (d+e,0 +7 — e) and (d+n-+e,0-+27 — &) are zero for any e>0. 
— From many theorems established by the author the following will be mentioned 
as the most characteristic: 1. The set of regular points of a set Z is a regular set and 
the set of irregular points of E is an irregular set (Theorem of Decomposition). 2. The 
following three conditions are equivalent for any set E: (a,) E is a regular set, (b,) E 
has a tangent at almost every point of its points, (c}) E is the sum of a set of measure 
zero and of an enumerable sequence of sets each of which is contained in a rectifiable 
curve. 3. The following three conditions are equivalent: (a,) E is an irregular set, 
(b2) E has no tangent at almost every of its points, (c,) the common part of E and 
any rectifiable curve is of measure zero. 4. At almost every point a of an irregular 
set EZ, we have D*(a, E) + D,(a, E), Dx(a,E)<#, the sum of the ae De 

re! 

2 
for any 0<9,<0,<r. The paper concludes with several en 
of irregular sets. — The first three chapters contain a series of elementary results 


in the opposite angles (0,,6,), (6, +7, 054) is positive, indeed is > sin“ 
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of the theory of linear measure (e.g. & covering lemma analogous to that of Vitali). 
Chapter VIII (on continua of finite measure) deals with a subject which partially 
has been discussed by WaZewski [Ann. Soc. Polon. math. 3, Suppl. 9—49 (1927), 
in Polish]. Saks (Warszawa). 

Kempisty, $.: Sur les fonetione absolument semi-continues. Fundam. Math. 30, 
104—127 (1938). 

L’auteur poursuit ses röcherches sur l’integration de Burkill des fonctions d’inter- 
valle et sur la totalisation des fonctions de plusieurs variables (cf. S. Kempisty, 
Fundam. Math. 27, 10-37; ce Zbl. 15, 105). En modifiant convenablement la de- 
finition des majorantes et des minorantes de Perron pour les fonctions de plusieurs 
variables, l’auteur r&ussit de gen6raliser & ces fonctions le theor&me de Hake-Alexan- 
droff-Looman sur l’&quivalence des methodes d’integration de Denjoy et de Perron. 
En möme temps, l’auteur etudie differentes relations entre les derives d’une fonction 
d’intervalle et ceux de ses integrales extr&mes au sens de Burkill. — Table de matieres: 
1. Integrales extr&mes d’une fonction d’intervalle. 2. Fonctions integrables autour d’un 
ensemble. 3. Fonctions & variation semi-bornee. 4. Fonctions absolument semi- 
continues. 5. Les majorantes et les minorantes de Ridder. 6. L’integrale de Perron. 
7. Minorantes et: majorantes additives. Saks (Warszawa). 

Sierpiäski, W.: Sur une serie de puissances universelle pour les fonetions eontinues. 
Studia Math. 7, 45—48 (1938). 

The paper contains an elementary proof of the following approximation theorem, 
which was proved for the first time by Päl [Töhoku Math. J. 5, 8—9 (1914); 6, 42—43 
(1914/15)] and Fekete, and has been recently discussed by Mazurkiewicz (this 
Zbl. 17, 204): There exists a power series with rational coefficients such that any 
continuous function f(x), f(0) =0, in (0,1) may be uniformly approximated to by 
a suitably selected sub-sequence of partial sums of the series. Saks (Warszawa) 

Sierpiäski, W.: Fonetions additives non complötement additives et fonctions non 
mesurables. Fundam. Math. 30, 96—99 (1938). 

L’auteur d&montre que si l’on pouvait: nommer une fonction non negative finie, 
definie pour tous les sous-ensembles d’un ensemble denombrable, additive sans &tre 
complötement additive et ne prenant que les valeurs O et 1, alors on pourrait aussi 
nommer une fonction non mesurable (Z) d’une variable reelle J. Ridder (Groningen). 

Ward, A. J.: Remark on the symmetrical derivates of additive funetions of intervals. 
Fundam. Math. 30, 100—103 (1938). 

If F is an additive function of intervals, then for any point x the upper and lower 
limits of the ratio F(I)/meas/ as ö(T)—0, where I denotes an arbitrary interval 
containing x, are respectively called the upper strong derivate F,(x) and the lower 
strong derivate F,(x) of F at the point x. If the interval I is subject to the additional 
condition to have its centre fixed at x, the limits of F(T)/measI as ö(I)—0 are re- 
spectively denoted by F,.sym(%) and F, sym(&%). The following theorem is proved: If Fis 
continuous or, more generally, measurable (B)and if —o0o< F, sym(2)<F,, sym (2) < +00 
at: each point of a set: E, then the strong derivative Fi(x) = F,(x) = F,(x) exists 
almost everywhere in E. — In case when —o< F,(2)<F,(x) < +00 almost 
everywhere in E, this result has been established for absolutely continuous additive 
functions of intervals by Besicovitch [Fundam. Math. 25, 209—216 (1935); this Zbl. 
12, 58] and then generalized to arbitrary additive functions by Ward [Fundam. Math. 
28, 265—279 (1937); this Zbl. 16, 158]. Saks (Warszawa). 

Markoif, A.: Sur Pexistence d’un invariant intögral. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 17, 459—462 (1937). 

Sei E eine beliebige Menge, M eine additive Klasse von Teilmengen ACH. 
Falls AEM, nennen wir A meßbar. Sei u(A) <oo eine reelle nichtnegative und 
absolut-additive Mengenfunktion in M. u(A) ist das Maß von A. Man leitet daraus 
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den Begriff einer summierbaren Funktion und des unbestimmten Integrals ab. Man 
betrachte weiter eine solche „abelsche‘‘ Menge I' von Transformationen g-von E in 
sich, daß aus AEM, EI auch p1(A)EM folgt. Das unbestimmte Integral einer 
Funktion f wird als invariantes Integral in bezug auf I' bezeichnet, falls 


witade=(wHedE ulelid=0)=0. 
A p-!Aa z 


Damit ein inv. Int. in bezug auf I' existiert, ist notwendig und hinreichend, daß es 
ein ö(e) gebe, für welches 1. aus u(A)< 6, pELT'] die Relation u(p"4A)) < e, 
2. aus BEM, yEll], ulpy4B)) < 6 die Ungleichung u(B) < & folgen. [I’] ist die 
Menge aller endlichen Potenzprodukte gf:92°...9p%*; 9° = Identität. Diese Be- 
dingung läßt sich vereinfachen, falls alle 9 € I’eineindeutig sind. Schquder (Lwöw). 


Analysis. 


® Appell, Paul: Analyse math&matique & Pusage des eandidats au certifieat de math&- 
matiques generales et aux grandes &eoles d’apräs les cours professes & P’&cole centrale 
des arts et manufactures et Ala Sorbonne. 5. &dit., entitrement refondue par Georges 
Valiron. Tome 1: Analyse des courbes, surfaces et fonetions usuelles, int6grales simples. 


(Cours de math.g&n.) Paris: Gauthier-Villars 1937. VIII, 395 pag. et 145 fig. Fres. 100.—. 

Der erste Band dieses altbekannten Werkes liegt nun in einer völlig umgearbeiteten, 
den Anforderungen eines neuzeitlichen Unterrichts angepaßten Auflage vor. Das Buch ist — 
im Gegensatz zu den verschiedenen eingehenderen Cours d’Analyse — ein Lehrgang haupt- 
sächlich für diejenigen, welche die mathematische Analysis, sei es für die Anwendungen, sei 
es für gewisse Examenszwecke, nur bis zu einem gewissen Grade zu kennen wünschen. Alles 
ist in anschaulicher, leichtverständlicher und doch einwandfreier Weise geboten. Natürlich 
muß dabei meist auf größere Allgemeinheit verzichtet werden. Zahlreiche Beispiele, großen- 
teils aus der Geometrie und den physikalischen Anwendungen, beleben den Stoff, und viel 
Wert ist auf graphische Darstellungen und Näherungsmethoden gelegt. — Inhaltsangabe der 
einzelnen Kapitel: I. Reelle Zahlen, Koordinaten, Vektoren. II. Elemente der analytischen 
Geometrie der Ebene und III. des Raumes. IV. Funktionen einer Veränderlichen, Grenzwerte, 
Stetigkeit. V. Differentiierbarkeit. VI. Primitive Funktionen, Integrale und Differentiale, 
VD. Exponentialfunktion und Logarithmus. VIII. Integrationsmethoden. IX. Uneigentliche 
Integrale. X. Funktionen mehrerer Veränderlicher. XI. Ebene und Raumkurven, Enveloppen. 
XII. Kurven in Polarkoordinaten. XIII. Kurvenintegrale, Oberflächen und Inhalte. 

Rogosinski (Cambridge). 

Gama, Lelio I.: Beitrag zur Theorie der Grenzwerte. Ann. Acad. Brasil. Sci. 9, 
121—154 u. 227—255 (1937) [Portugiesisch]. 

Definitions- und Wertbereich X und Y von f(z)=y seien Teilmengen von 


[— 0, +00]. Lim (z) (Limesmenge) nennt Verf. die Menge der Werte im /(z), wo z 
s=0 == 


einen Teil X) von X — a durchläuft. Seine ausführliche Untersuchung enthält Sätze 
über die Lim von f im allgemeinen (Kap. I), von f(p) (ID), vn /+9,f’9,f:p (III, 
letzterer Verknüpfungen bei Ersetzung von f und 9 durch äquivalente oder angrenzende 
(contiguas) Funktionen (Jim (f: fı)=1 bzw. im (f — hh) 9) (IV), von fP, logo, arcsin® 


usw.(V). Anschließend erklärt Verf. die Ableitungsmenge D/(a)= Lim (2) —f(a)) :(©—a) 


(VI) und den Bouligandschen Kontingent einer ebenen Punktmenge (VII), bespricht 
die Beziehung von D/ zum Kontingent des graphischen Bildes von f (VIII), ent- 
wickelt die Rechnungsregeln für D/(p) usw. und beweist Sätze wie D/(a) C Lim f(z) (IX) 


und Lim(/: 9) c Lim(/’: 9’) unter den Bedingungen der l’Hospitalschen Regel (X). 
Im ganzen füllt die Arbeit eine Lücke der Lehrbücher über reelle Funktionen sorg- 
fältig aus, und ihr Inhalt ließe sich auch auf Funktionen mehrerer Veränderlicher 
und in allgemeineren Definitionsbereichen ausdehnen. Th. Motzkin (Jerusalem). 
Arshon, S.: Dömonstration de Pexistenee des suites asymetrigues infinies. Rec. 
math. Moscou, N. s. 2, 769—777 u. franz. Zusammenfassung 777—779 (1937) [Russisch]. 
The author proves the existence of infinite asymetric n-uple sequences. This 


8* 
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means: (I) there are n, and only n, distinet symbols among the infinite symbols of 
the sequence; (II) no subsequence can be found, formed bynz(2=1, 2,.. .) successive 
symbols which may be divided into » identical parts (“n-uple repetition”). An algo- 
rithme is given for the construction of infinite asymetric n-uple sequences, n>3, 
also for the construction of infinite double sequences, with no triple repetitions. 
J. Shohat (Philadelphia). 
Walsh, €. E.: On a reeurrence relation. Proc. Edinburgh Math. Soc., II.s. 5, 
151—154 (1938). 


Das Hauptresultat der Note lautet: Wird eine Folge 0, vermöge 
: 1-a, 
meh: nun klin — n-ı) mit = Ta 


in die Folge «,„ transformiert, so folgt aus „im 0„=1 auch „im %=l1, falls die 


n 
folgenden Bedingungen erfüllt sind: (1) im 77«,=0, (2) Ak, beschränkt, 
n>@ ır=2 
(3) Jan kn-ı — Knbn| Z &%n — &n-ı]an| mit beschränkten &,. — In diesem Ergebnis 
sind als Spezialfälle einige bekannte Grenzwertsätze enthalten. F. Lösch. 
Rosenblatt, Alfred: Über Reihen stetiger Funktionen einer reellen Variablen, 
die nicht gleichmäßig gegen eine stetige Funktion konvergieren. Rev. Ci., Lima 39, 
Nr 421, 67—70 (1937) [Spanisch]. 
Cinquini, Silvio: Sopra una nuova estensione di una formula di Curtiss. Rend. 
Circ. mat. Palermo 61, 73—82 (1937). 
Einige weitere Verallgemeinerüngen einer Mittelwertformel von R.D. Curtiss 
auf höhere Differenzenquotienten einer komplexen Funktion. Wegen der Einzelheiten 


muß auf die Arbeit: verwiesen werden. E. Hopf (Leipzig). 
Sispänov, Sergio: Über ein Integral von Euler. Bol. mat. 10, 141—144 (1937) 
[Spanisch]. ; 
008% +bsinz 


Es handelt sich um das Integral dx, das Euler in den In- 


Vacosnz + sinn 
stitutiones caleuli integralis durch Rekursion behandelt hat. Hier wird eine unmittel- 
bare Bestimmung durchgeführt. Ein wesentliches Hilfsmittel ist dabei die Verwand- 
lung des Zählers und des Radikanden des Nenners in eingliedrige Ausdrücke durch 
Überführung von (a, b) und («, ß) in Polarkoordinaten. L. Schrutka (Wien). 

Poritsky, Hillel: Green’s formulas for analytie funetions. Ann. of Math., II. s. 39, 
31-48 (1938). 

Die Taylorentwicklung von 4(z,, 2, 2;) um den Punkt (a) möge für |2; — a,|< 30 
konvergieren, und es sei $ eine ganz in |; — a,| << g gelegene geschlossene Fläche. 


Dann ist an u Mt h 
ale a, OEM u 8i-ı _ fer ur 
end ur Bar }as=1 0° 
i=0 5 


je nachdem, ob der Punkt P im Innern oder im Äußern von 8 liegt. Eine analoge Formel 
gilt auch in n Dimensionen. An Stelle von r2°-1/(2s)! tritt dann eine Funktion der 
Form Y;(r) = r?'+?"r(a, ;+ b„ilogr). Speziell für ungerade n wird 
Val) = rRit?r2 -4...(2) 2 —-n)-(d-m)...Qi +2 —n). W. Feller. 
Hardy, 6. H., and Norman Levinson: Inequalities satisfied by a certain definite 
integral. Bull. Amer. Math. Soc. 48, 709—716 (1937). 


n n 
Let f(x) De 0za,<m<..-<ms1,0,>0, >. —=]1. The authors 
v=1 1 v=1 
determine the precise bounds for J(t) = [|/(z)!dz, 0<t<1, if t is fixed and n, 
a,, and o, vary. They obtain 0 
a1 Ch+HD TU — 42) 


2: 
1; sl 
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where the equalıty sign holds only wien n=1,a,=!,orn=2, u,=0,,=|l, 
01 = 03. The argument is based on a representation of J(t) for which two different 
proofs are given. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Randels, W. C.: On an approximate funetional equation of Paley. Trans. Amer. 
Math. Soc. 43, 102-125 (1938). g* 
The author studies the behavior of power series of the type f(z) =>b(n) 4 mar 
7 1 


n= 
aso = |z|t 1. Introducing the notation A (x) = [d(y)dy;z=0e®; d{n,(0)}=2rv — 9, 
i 


0=s9<2n, v=1,2,...; F(v,0) = Af{n,(0)} + 0n.(0) — 2rvn,(0) and assuming 
the hypotheses: (A) d(x) has two derivatives continuous on (1, 00); d(z) oo as z1 oo, 
(2) =0O(a}); (da) = Olatt°), 0<e<to; Ua) =, n< mE 
(B) b(z) is monotonic and has first derivative continuous in (1, 00), ’(z) =Ofb(z)z°-1, 
öse. (C) d’(2) and b(x) belong to the class of functions g(x) satisfying conditions 
g(z’) < kg(2), kg(a) >g(e) for l<xsa’<ezx where kis a fixed constant >1, 
— the author shows that f(z2) =@(z) + R(2) where 


Ge) = a ein Tom) [d’(n,)] rer gm = O{M(1/ — O))}. 


Here M(x) is a suitably determined positive function. Under the additional hypo- 
thesis (D) M(x) = Ofb(a)[d’(2)]""} it is shown that @(z) is not o(M), and under 
some further hypotheses, that R(z) =o(M). These results are used in constructing 
a special function f(z), for which I'b(n)=oo while f{z)=O(M(1/(1 — 0))) and not 
o(M) for all 0. The results obtained by the author represent a partial extension of 
work of many other authors, such as Hardy and Littlewood, Hille, Ingham, 
Paley, and Wilton. J. D. Tamarkin (Providence, R.]1.). 

Kosulajeff, P.: Sur la r&partition de la partie fraetionnaire d’une variable al6atoire. 
Rec. math. Moscou, N. s. 2, 1017—1018 (1937). 

Es sei T,(2) die zu 0o,(2) =o(&z) gehörige (mod 1 reduzierte) zyklische Ver- 
teilungsfunktion, wobei & >0 und o(z) eine lineare Verteilungsfunktion ist. Es wird 
bemerkt, daß 7, für «—0 gegen die Gleichverteilung konvergiert, sobald oa total- 
stetig ist, und daß außerdem die zyklische Dichte gegen 1 konvergiert, sobald die 
Dichte von o für großes |x| stetig und monoton ist. Der Ref. möchte hinzufügen, 
daß die Konvergenz von T, gegen die Gleichverteilung unter einer erheblich allge- 
meineren Annahme bewiesen werden kann, wenn man den Stetigkeitssatz des trigono- 
metrischen Momentproblems zugrunde legt. Wintner (Baltimore). 

Leja, F.: Sur une fonetion homogene de deux variables jouissant d’une propriste 
extremale. Ann. Acad. Sci. Techn., Varsovie 3, 193—209 (1936). 

Let E be bounded and closed in the space R of two complex variables z, y. Let u 
be arbitrary in R, and p, arbitrary on E. Furthermore 

Ei met nn 

Ta en. 1,b- [ms |2;Po| - --1952,- 111959441] 2; PR)" 
Here |pg| = |aı y — m yı| if 2,,yı and 2,, y, are the coordinates of p and g, 
respectively. We have 7,(0)=0, T,(w) > 0 if u is different from the origin. The 
author shows the existence of ‚im 7, (ur = t(u), and obtains a relationship of t(w) 


with a certain set-function 0(E) introduced in an earlier paper (Bull. Acad. Polon. 
1933, 453; this Zbl. 9, 161). It turns out that £(w) is fimite if O(Z) > 0, whereas 
t(u) = © at every point % for which d(u, E) = min |up| is positive, if 0(H)=0. 
(Here p runs over E.) The function t(u) = t(z, y) is homogeneous of degree 1, and 
t(u) <1 if wEE. If a sequence of homogeneous polynomials p,(x, y) of tespective 
degree n, is uniformly bounded on Z, then lim sup |p, |!" St(u). IE Ipn(z, y) is 
uniformly convergent on E, the same series is convergent at every point u with {(u) < 1. 
This set contains always a certain neighborhood of the origin, @. Szegö. 
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Dobsch, Otto: Matrixfunktionen beschränkter Schwankung. Math. Z. 43, 353—388 
1937). 
= extension of the concept of functions of bounded variations (b. v.) similar 
to the corresponding extension of monotonic functions due to Löwner (Math. Z. 88; 
this Zbl. 8, 113) is discussed. Let /(z), «<z=ß, be arbitrary; if A is a real and 
symmetric matrix of order n whose characteristic values A, belong to [&, ß], we de- 
fine f(A) as the matrix with the characteristic values f(A,) and with the same character- 
istic vectors as A. Now f(a), a<x=ß, is called a function of b. v. of order n if 
a fixed number V exists with the following property. Let A®) be an arbitrary sequence 
of matrices of order n such that 


«BE = AU < AM < AW<... < Al-) < 40 — BE. 
1 

Then | Am) — HArY)|<V]|Z|. Here E is the unit form, A> B means 
v=(0 


that A — B is non-negative, and || A| denotes the properly defined “magnitude” of A. 
The author is especially interested in the following three definitions: 1.|| A |= (2)«},)"/2 
where a;; are the coefficients of A, 2. |A|| = max |A,|, 3. |A|= (4A) as a matrix 
function in the previous sense, corresponding to (x) = |z|. These definitions lead 
to the same class of functions. — If f(x) is of b. v. in the usual sense, then it is also 
of b. v. of the arbitrary order n. Another way of generalizing functions of b.v. is 
the consideration of the difference of two monotonic functions of order n in the sense 
of Löwner. For these functions the existence and the boundedness of certain “inte- 
grals’” is proved. These, similar to the Stieltjes integrals, are generalizations of the 
total variation in the usual sense. For the purpose of this proof a discussion of the 
monotonic functions of Löwner is given, in particular a necessary and sufficient 
condition involving certain determinants whose elements are derivatives of /(z). 

@. Szegö (St. Louis, Mo.). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 


Sakurai, Tokio: An extension of Parseval theorem. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., 
III. s. 20, 162—165 (1938). 


Gaspar, Fernando L.: Orthogonalität ohne Gewichtsfunktion. Das Problem von 
Hermite. An. Soc. Ci. Argent. 124, 176—193 (1937) [Spanisch]. 

L’auteur determine une famille de polynomes W, ,‚„(2, Y) telle que, pour un domaine 
donng fini D, 


RL LEBE LEI a 
D 
ce qui permet le developpement d’une fonction en serie de W„,„, comme dans le cas 
classique d’une variable. Ilya une certaine unicit& & un facteur constant pres. Applica- 
tion au cas oü Dest le cercle 2? -+ y?=1. Extension au cas de n variables. Brelot. 
Erdös, P., und G. Grünwald: Über die arithmetischen Mittelwerte der Lagrangeschen 
Interpolationspolynome. Studia Math. 7, 82-95 (1938). 


Soient x” = cos(2k — u k=—-(n—]1)...nn=1,2,... et L,(f 2) le 


polynome d’ordre n — 1 admettant dans les points x/” les m&mes valeurs que la fonc- 
tion f. Les auteurs d&montrent qu’il existe une fonction continue ftelle que la suite o„(z) 


n 
1 
= > Lt,:) 
v=1 
diverge dans tout point d’intervalle (—-1, +1). Mareinkiewiez (Wilno). 
Ser, J.: Les s&ries de polynömes de Laguerre et les döveloppements de zero. Bull. 
Sei. math., II. s. 61, 326-331 (1937). 
The author discusses Laguerre expansions of functions defined by a polygonal 
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line and the derived expansions. This lesds of course to zero expansions in certain 

intervals. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Shohat, J.: On ine eonvergence properties of Lagrange interpolation based on the 

zeros of orthogonal Tehebycheft polynomials. Ann. of Math., II. s. 38, 758—769 (1937). 
The author obtains a more precise form for a result due to Erdös- Turän (Ann. 

of Math. 38, 142; this Zbl. 16, 106) by proving: Let x; = z,„ be the zeros of the ortho- 

gonal polynomials @,(x) associated with the distribution da&(x) on the finite inter- 

b 


val a, b]. If ?da(z) exists and Z,(f) is the Lagrange-polynomial coinciding with f(x) 
@ b 
at the points z,;, we have „im fit) - „{MYda=0, 0<r=s2. The same holds 
a 


if-the z,„ are the zeros of @,(2) + cQ„-ı() provided c is such that all these zeros 
lie in [a, b]. The method is based on the Gauss-Jacobi mechanical quadrature formula 
and its convergence properties. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Shohat, J.: On mechanical quadratures, in particular, with positive coeffieients. 
Trans. Amer. Math. Soc. 42, 461-496 (1937). 
The starting point is Stekloff’s concept of the degree of precision q of a mechanical 
quadrature formula b 


Ha) da(e) = > Han) + Rn) 


defined by the condition R„(/) =0, valid if /(x) is an arbitrary polynomial of degree q. 
Formulas of this kind correspond to the zeros z,„ of the linear combination of 2n — q 
consecutive orthogonal polynomials of the distribution. d&(z). Several sign properties 
of the Christoffel-Cotes numbers H,, are investigated under this condition. Formulas 
with positive H,, are particularly important according to the investigations of Stielt- 
jes-Stekloff-Fejer. Let {p,(z)} be the orthonormal set of polynomials associated 
with da(z). Then 9,(2) + 4, 9n-ı(2) + Qag 9n-2(7) where a, is arbitrary real, a,<0, 
has real and distinct zeros. Choosing for the z,„ these zeros, we have H,„>0. (This 
is a generalization of a result of Fejer, x(2)=2,a=—-1,b=-+-1.) Choosing again 
for the z,„ the zeros of @&,(2)=Pn(2) + Pn-ı(2) +: + %-19n-r+1(2) (a, fixed 
constants), the convergence properties of R,„(f) are investigated, n> oo. If all z,, 
belong to [a,b], we have limR,„(f) = 0, provided /(z) is bounded and the integral 
of Stieltjes type occurring in R„(f) has a sense. If some of the z,, lie exterior to [a, b], 
the same convergence theorem holds provided a certain asymptotic restriction regarding 
the number of the zeros outside of [a,b] is satisfied. — Further the relation of the 
mechanical quadrature to the theory of continued fractions is considered. Estimates 
for R„(f) are given under various conditions concerning the best approximation of f(x). 
For a certain type of distributions da (z) an asymptotic discussion of the zeros of ©, (2) 
can be given. Finally the problem is discussed, under what circumstances can the 
polynomials w,(x) form again an orthogonal system. The reviewer remarks that the 
polynomials @,(x) in this case (k=2, b — a finite) are essentially the Tchebychef 
polynomials of the second kind sin(n + 1)0/sin®, cos0= x. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Reihen: 

Sidon, S.: Verallgemeinerung eines reihentheoretisehen Satzes. Studia Math. 7, 


101—103 (1938). 
As an application of certain theorems on series of funotions, the following result 


is established. The function F(z) defined by the power series Im e"* is differentiable 


k-times in the interval O< 2 < 27, provided that the sequence ee tends to 0 and 
“ is monotone of order k. If, on the contrary, im nnp(n) = 00, where the function p(n) 


is monotone of order k-+1, then it is possible. to find a sequence {p,}, such that 
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(d) pn/o(n) >0, (II) p,/P(n) is monotone of order k, and (III) the function I, pne'*” 
is nowhere differentiable in the interval O<x<2n. A. Zygmund (Wilno). 

Angelescu, A.: Sur une certaine extension des s6ries entieres. CO. R. Acad. Sci. 
Roum. 2, 3-5 (1937). 

Verf. betrachtet im wesentlichen Reihen der Form (*) Ian (&n% + ißn4)”, wo 
x, y reelle Veränderliche und @,, &, ß„ komplexe Konstanten bedeuten. Existieren 
lim &, = @’+ ia”, limß, = ß’+iß”, so ist das Konvergenzgebiet von (*) das Innere 
der Ellipse («’z— ß"y)2+(#”’2+ ß’y)?= R?, wo R den Konvergenzradius der 
Potenzreihe D)a,2” bedeutet. F. Lösch (Berlin-Adlershof). 

Curtiss, J. H.: A note on the Cesäro method of summation. Bull. Amer. Math. 
Soc. 43, 703708 (1937). 

Let the sequence {s,} be such that the subsequences {sn4+7}; m = 0,1,2,..., 
0<sh=s<4-1, are (C, &)-summable with the sum &,; here A is a positive AnieBer: 
&>0. The author shows that {s,} is also (C, &)-summable with the sum A-! I s;. 

r=0 
@. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Chow, H. C.: On the absolute Cesäro summability of a power series. J. London 

Math. Soc. 13, 16—22 (1938). 


+r 1/7 
SEN : 1 
Es sei f(2) Sam: in |2|<1 analytisch und M;(r, f) = e fitees ha0) 


für r<1, A>0. Anknüpfend an Ergebnisse von G.H. Hardy und J. E.Little- 
wood [Math. Ann. 97, 158—209 (1926)] sowie A. E. Gwilliam [J. London Math Soc. 
10, 248—253 (1935); dies. Zbl. 18, 68] zeigt Verf.: a) It O<A<1 und 

+r 

tree +86) ]R 


—- dd s 
1 =, @) 


_n 


so ist D,a„er?% absolut (6, = 1)-summierbar. b) Die Bedingung (1) ist erfüllt, wenn 
M;(r, #)=K und für die dann fast überall definierte Grenzfunktion f’(e!®) = lim fer ei®) 
r>1- 


0 
fIf(e% +i9) Ad 
() 


= K|O|P mit einem p>1—4 für |O| <r (2) 


gilt. c) Ist Mı(r, f)<K, so ist (2) für fast alle 0, erfüllt, somit DZaneri? für fast 
alle 9 absolut ( ; 4 _ 1)-summierbar. F. Lösch (Berlin-Adlershof). 


Hyslop, 3. M.: On the absolute summability of Fourier series. Proc. London Math. 
Soc., II.s. 43, 475—483 (1937). 

Il s’agit ici de la sommabilit€ absolue (C, 6) par les moyennes de Cesäro d’ordre 
6>0. Soient LO ces moyennes. Zum est dite absolument sommable (C, 6), on bref 
sommable |C, ö|, si Sa, — | converge. Soit S(f) la serie trigonometrique de 
Fourier d’une fonction f(x) appartenant dans (0,27) & la classe Lip& avec «<1. 
Pour & >$ on connait le resultat de 8. Bernstein: Dans (0, 27) S(f) converge par- 
tout absolument, e’est-A-dire y est sommable |C,0|. L’auteur &tudie le cas, ou x <}. 
Il prouve (th. I) la sommabilite |C, ö| partout dans (0,2) pour 6 >} -— « ainsi 
que (th. II) l’existence d’une fonction f(x) appartenant 3 la classe Lip« et dont S(/) 
n’est nulle part sommable |0,ö=#— «a|. Il est hors de doute que le theor&me de 
$. Bernstein pourrait ötre amelior€ et que la sommabilit# |0,5 > 3% — «| de S(f) 
doit avoir lieu aussi pour & >$: Il serait trös interessant de prouver cette extension 
du resultat de M. Hyslop. E. Kogbetliantz (Teheran). 
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MeLachlan, N. W.: Fourier expansions obtained operationally. Philos. Mag., 
VII. s. 24, 1055—1058 (1937). 
In this paper the following Fourier series are obtained by the Laplace transform, 


cos? nt 


or operational method: 1. f(t) = |sin i|, 10-21 _ 22 m-ı — ) 2. Q=1l. 


<< tm) l)=0,R<t<2R, em) + en 


A final example analyses a saw-tooth wave form. 


Dirichletsche Reihen, fastperiodische Funktionen : 

Biggeri, Carlos: Thöor&me general sur les singularites peripheriques des series de 
Dirichlet. C. R. Acad. Sci., Paris 205, 1362—1365 (1937). 

The author calls a point peripherical with respect to a given Dirichlet series if 
it is located on the line of ordinary convergence which is supposed to be the imaginary 
axis in the following. I£ R=1/g(h) is the radius of convergence of the power series 
of the function about the point z= h >0, let £(h) = 2h?[1 — hg(h)]. Then £(h)> 0. 
I£ &(h) > & as h> 00, iJ& or —iYE is the peripherical singularity nearest the origin; 
if £&(h)— oo, every finite point on the imaginary axis is regular. A similar formula 
is given for the determination of singular points not on the axis. E. Hille. 

Takahashi, Shin-ichi: On an almost periodie Fourier series. Töhoku Math. J. 
44, 12—17 (1937). 

Demonstration des deux rösultats suivants: Soit f(x) » 2) A„e'*"2 une fonction p. p. 
de la variable reelle x, alors: 1° Si f(x) ea une integrale p.p., la serie: 


Murnaghan Baltimore), 


DYsgnA, a 0spsl 
est celle d’une fonction p.p. 2° Si /(z) satisfait & la condition de Lipschitz: 
Er Ya) -ta)|=K| - z| (I - zı|=) 
la serie: Zisgn A, * An | An |Peir® 0<p< r 
est aussi celle d’une fonction p.p. J. Favard (Grenoble). 


Bohr, Harald, and Donald A. Flanders: Algebraie equations with almost-periodie 
coeffieients. Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 15, 1—49 (1937). 

Etant donnes: Un ensemble [f,(t), A=1,2,...,m, de fonctions complexes con- 
tinues de la variable reelle , — © <ti< oo, une substitution S des indices h et un 
nombre &>0, un nombre reel 7 realise la substitution $ & e pres, si |n(E+T)—-S7,(t)|<e, 
h=1,2,...,m. Si l’ensemble des T est relativement dense pour w Ee>0, S est 
une substitution de presque-translation; l’ensemble ]’ de telles substitutions, s’il n’est 
pas vide, forme un groupe abelien, dit le groupe de presque-translations; ce groupe 
contenant idensits les f„(t) sont presque periodiques. Pour une &quation 
y” + (lt) y"iH + am-ılt) y+ ml) = 0 aux coefficients presque periodiques 
et au discriminant Di), |DW)|>x>0, ensemble [y.(t)] des solutions continues 
possede un groupe /’de p.t. En designant par My le plus petit module des exposants 


de Fourier pour [z,], par My le module analogue des [y,],ona: M»<My, M,,< My, 
v, &tant tel que S”*%y, = y„ pour tout SE I’; il s’en suit: My mıMr — relation 
&tablie par Walther (ce Zbl. 8, 116). Si, en particulier, le groupe /’ des p.t. des 
[r()] est transitif, les developpements des f(£) sont necessairement de la forme 
{n(t) © I Xn(Sn) an e*rt; x, sont des caract£res de J', ceux d’entreeux qui apparaissent 
BEE renien?, engendrent le groupe entier des caracteres; toute relation lineaire 
gıdı ++ gnAn=0 (g; entiers) entraine la relation yft...x@®=1; ces condi- 
tions sont aussi suffisantes. Si en outre nie Inf ze Ir(t) — 40] >0, h=g, alors 


les fs sont les racines d’une &quation du type considere. Un groupe ab£lien transitif 


122 


T &tant donng, il existe une quation, pour les racines de laquelle J' est le g. de p.t. 
Si I’a une base minimale d’oıdre u, alors u exposants au moins sont rationellement 
ind&pendants; donc, pour les fonctions periodiques & la limite, I est n&oessairement 
eyclique. W. Stepanoff (Moskau). 


Spezielle Funktionen: 
Horn, J.: Hypergeometrische Funktionen zweier Veränderliehen im Sehnittpunkt 
dreier Singularitäten. Math. Ann. 115, 435—455 (1938). 
Die Integrale der Differentialgleichungen der Appellschen Funktionen 
F,(e&, ,B,BsY: T%, Y) und F,(&,B,ß',y; T, Yy) 
werden hinsichtlich ihres Verhaltens bei der Annäherung an Punkte, durch die drei 
singuläre Linien der Bestimmtheit gehen, untersucht. v. Koppenfels (Würzburg). 
Bailey, W. N.: The generating funetion of Jacobi polynomials. J. London Math. 
Soc. 13, 8—12 (1938). 
Im folgenden bedeutet P(@.®(z) das Jacobische Polynom, definiert durch 
n 
„a n+ta\/n+ z— I\n-m/z + 1\m 
N DI een) la 


Weiter sind F, und F, die Appellschen hypergeometrischen Reihen zweiter und vierter 
Art, mit zwei Veränderlichen, definiert durch 


ER TESTER BEIN 
Aa Biyyizm)= ment 9 


m=0 n= 


nebrvion= I I main 
m=0 n=0 
_ TZ(&.+m) 
(&)m De T(c) e 
Mittels der. Watsonschen Transformationsformel 
Ri $B+m y»B—-y+1li:2, (1—2)1—-Zj)= 
— 1)" (y), 
= F—n, B+n; y; 2] F[—n, ßB+n;y; Z] 
(s. Bailey, Generalised hypergeometric series; Camb. Univ. Press. 1985, 83) wird 
die Entwicklung 


n!(a+ß +) npla,B . 
(“+ 1(B+ ni PP (cos2p) PL P (cos2d) = 
a db? (1) 


= 1 a+ß+1l a+ß+2, x 
ze. Do a er 
a=sinysind, 5b=cop9ca®d; k=f(t-t+tti) 
abgeleitet. Die Reihe (1) wird weiter mittels der Transformationsformel 


— 2 — y\-* * “+1” f. EN y 
(1-2 -—y) r|3: DEAD 1-2-y%’ 1-z2-y®| 


= hl; y—-3y—% 2y—1, 2y—1; 22, 24]; || + |y|<4 
za ir Pl» (0082) PP) (00828) = 


= Fe+B+2U-N ( k Ba 
ZH HDTBEHAHH Hr rö rk 


x r|#+ß+2; %+3; +3; 2& +1; 2ß+1; rt nl 
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Ir ” n!T’n+c+ß+) 
= (2 Dr raHatDIntBH)) 
2n + +Pß+ EFF Lo THBEN) 


umgesetzt. Die letzte Formel geht durch die Substitution t=e-2%*+*i in ein von 
Erdelyi gefundenes Ergebnis über [J. London Math. Soc. 12, 56—57 (1937); dies. 
Zbl. 16, 22]. S. C. van Veen (Dordrecht, Holl.). 
Meijer, €. $.: Über eine Integraldarstellung der Whittakerschen Funktion. Akad. 
Wetensch. Amsterdam, Proc. 41, 42—44 (1938). 
Für die Whittakersche Funktion W;,m(&) wird die folgende Integraldarstellung 
abgeleitet ER 
W;,m(e) = ara Be (coshv) (sinhv)-2#+idv, (1) 
ö 
e=+0; Jargo| < z ‚, RK) < + . Py(e) ist die zugeordnete Legendresche Funktion 
erster Art. — Weiter wird gezeigt, daß die bekannten Integraldarstellungen 


oo 


u® 
le Feen, Rn) <O 


und > Y 
K,(z) — [e-roohw coshvw dw, (2 #0, Jargz| < 3) 
ö 


wegen an sel; a 
Die)=:2"%,2M, ı _ı(z) 
e si 
37 K,() = Vz Wo,,(22) 
Spezialfälle von (1) sind. 8. C. van Veen (Dordrecht, Holl.). 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Bielecki, A., et S. K. Zaremba: Sur les points singuliers des systömes de deux 
&quations differentielles ordinaires. Ann. Soc. Polon. math. 15, 135—139 (1937). 
Die Autoren konstruieren ein Beispiel für ein System von Differentialgleichungen 


dz - dy er dz 
X@,y,2) Ya,y,2) Zi, Y,2) 
(X, Y, Z besitzen im ganzen Raume Ableitungen aller Ordnungen), das nur einen 
singulären Punkt besitzt, der aber von keiner Charakteristik erreicht wird. 
K. Friedrichs (New York). 

Sergeseu, P.: Remarques pratiques sur l’integration de certaines öquations diff&- 
rentielles linsaires. Rev. Ci., Lima 39, Nr 421, 35—43 (1937). 

Verf. betrachtet einige elementare Fälle von gewöhnlichen linearen homogenen 
Differentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung (mit Polynomen in der unab- 
hängigen Veränderlichen als Koeffizienten), von denen sich einfache Lösungen wie 
z. B. e*?, z4e"?, e“* angeben lassen. Collatz (Karlsruhe). 

Watson, 6. N.: Über eine Differentialgleichung des Fuchsschen Typus. Math. Ann. 
115, 237—248 (1938). 

Die Differentialgleichung nt Ordnung vom Fuchsschen Typ mit (0 + 1) singu- 
lären Stellen besitzt $(n — 1)(no — n — 2) akzessorische Parameter. Während man 
seit langer Zeit nur für n=2 die Differentialgleichungen mit 0 =2,3,... unter- 
sucht hat (0 — 2 akzessorische Parameter), geht der Verf. umgekehrt von der An- 
zahl der akzessorischen Parameter aus. Ist diese gleich 1, so muß entweder n = 2, 
oe=3 sein (Lamösche Gleichung), oder es liegt der Falln=3, _0=2 vor, den der 
Verf. betrachtet. Sind alle singulären Stellen ins Endliche gebracht und ihre Ex- 
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ponenten vorgegeben, so wird die fragliche Differentialgleichung in der Form 
dw 3— Do (Dogag — 2)(a — b)(a — ec) 3 — da,\ dw 
73 +(S ee; +(S (2 — a) y(z) is ek 
ie (b—c)(c—a)(a—b)e _ & &% 03 (a — b)(@ — c) > N a— =) EN 
y() 2(2 — a)? b 2—-c)yle) 
gewonnen, worin & der akzessorische Parameter ist und $ die Summe von 1 bis 3, 
S die Summe über a, b, c bezeichnet (5 2’, =3). Diese Differentialgleichung, deren 
Integrale in ihrem Verhalten weitgehende Analogie zur Riemannschen P-Funktion 
zeigen, ist invariant gegenüber der allgemeinen linearen Transformation der unab- 


hängigen Veränderlichen z. Die Transformationen der abhängigen Veränderlichen wer- 
den deutlich in der Riemanns Bezeichnung nachgebildeten Schreibweise: 


ih, &—ÄA, Kg — 7 Be 
Part Pa+A+u, B+A+u|B )- e=2) = eh ) 

a en ol Yu ya pa le J. 
worin Z, 4, B,C durch dieselbe lineare Transformation in z,a,b,c übergehen und 


J=—e+ 3% (Ih, 2») (Zr — 3) (a, = Bl) 
+4+S [Ih — Zr) & 2%] 


als „akzessorische Invariante“ zu bezeichnen ist. Von besonderem Interesse sind noch 
die quadratische Transformation 


or —1|z 0, 3; 171.0; 2% 
ei. 2ß,, 2ß,; | © = e(6. Ba» Ps |© 
Yı» Y%2> 9% | 1 10 Yı»Ya»Ys|11Wo 
mit DB, + D)Yyı =$ und einem bestimmten Wert J, sowie die kubische Transformation 


Yı> Ya» Y3 l|z 0, > 3 0 2> 
P\Yı» Ya> Ya |@® [0 3, 5 © u! 
Yır Ya» Ya |®|J Yı> Ya» Yal 1 —J|yar 
mit 3)y, =1 und willkürlicher akzessorischer Invariante. v. Koppenfels. 

Kotehine, N.: Sur la d&composition d’une matriee & definition rationnelle. Rec. 
math. Moscou, N. s. 2 (44), 901—921 (1937). 

Kotchin, N.: Sur un cas partieulier du problöme de Riemann. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 17, 291—293 (1937). 

Complements aux resultats de Lappo-Danilevskij (ce Zbl. 9, 350; 11, 349; 17, 


209). L’auteur etudie a 
Yun 
NN Ben a)" 


h=1lr=l 

UW etant des matrices donnees constantes du degre n et Y(x) la matrice inconnue, 
dite matrice integrale (pour les notations voir loc. cit.). L.-D. a obtenu la caracteristique 
analytique complete des singularites de la matrice integrale Y(x) par l’introduction 
des „substitutions caracteristiques W}?‘“ aux points singuliers a,. L’auteur demontre 
qu’a un point singulier correspondent en general plusieurs systemes des substitutions 
caracteristiques et Etudie les liens qui existent entre ces systemes differents. — Dans 
sa seconde note l’auteur donne sous forme finie la solution du problöme de Riemann 
pour le cas de trois points singuliers @,, @,, 00, les matrices exposantes W,, W, (de 
l’ordre n) etant donnees et satisfaisant les relations 


[W,[W ,W#;]] — 0, [W:[W ,W3]] —ıv 
ou !’on a [W,W)]=W,W,—-W;W.. Janczewski (Leningrad). 
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Germay, R.-H.-J.: Sur les solutions infiniment voisines des systömes d’&quations 
aux diff&rentielles totales eomplötement integrables. Bull. Soc. Roy.Sci. Liege 6, 198 
—203 et 215—218 (1937). 

The author applies the method of successive approximations to show the existence 
of a solution for a system of passive (completely integrable) total differential equations 
involving s parameters. The coefficients are assumed to be continuous and to satisfy 
a Lipschitz condition. J.M. Thomas (Durham). 


Vräneeanu, G.: Les invariants de deux öquations aux diff&rentielles totales de elasse 
six. Mathematica, Cluj 13, 223—242 (1937). 

Un systeme $ de deux &quations de Pfaff & six variables admet, en general, 
deux &quations singulieres ds! = ds? = 0 dont les covariants bilineaires sont de rang 
deux. Ces &quations sont, dans le cas general, de classe cing et on peut leur associer 
deux &quations partielles du second ordre comme resolvantes de premiere esp£ce. 
Chacune de ces r&solvantes est une equation de Goursat c’est-A-dire ayant une seule 
famille de caracteristiques du premier ordre ou bien une &quation de Monge-Ampe£re 
dont les deux familles de caracteristiques jouissent de cette propriete. Les deux re- 
solvantes sont: en general distinctes par rapport aux transformations de contact: mais 
elles se transforment l’une dans l’autre par une transformation de Bäcklund. D’apres 
les resultats du present travail, la resolvante associee par ex. & l’equation ds! = 0 
est une &quation de Goursat ou bien de Monge-Ampöre suivant que le systeme 
correspondant de caracteristiques, qui est un syst&me de quatre &quations 5 six varia- 
bles, est: un systeme normal (dans le sens de M.E. Cartan) ou non. Si les deux r&- 
solvantes sont par ex. des &quations de Goursat, le groupe de transformations du 
systeme S en lui-möme est un groupe continu et fini & six parametres au plus. Üe 
groupe contient des transformations de contact d’une des deux resolvantes ainsi que 
des transformations de Bäcklund changeant une resolvante dans l’autre. Une dis- 
cussion detaillee au sujet du groupe de $ est: fait aussi pour les autres cas qui peuvent 
avoir lieu en ce qui concerne la nature des resolvantes. O. Borüvka (Brno). 


Cooley, H. R.: Remarks on the initial value problem of the general partial diffe- 
rential equation of the first order. Bull. Amer. Math. Soc. 48, 862-868 (1937). 

This paper discusses Cauchy’s problem for the equation F(z,,..., 24, %, P1--, %)=0 
by means of a linear homogeneous equation Z on a function H used to define the 
unknown implicitly. As is usual, the author replaces # = 0 by dF/da,=0 with an 
initial condition F = 0. Instead of finding E by the formula [F,Z] = 0 [ef. Goursat, 
Equations du Premier Ordre, p. 289, 1921), he regards dF/da;=0 as a quasi-linear 
non-homogeneous system, which is rendered homogeneous by the device commonly 
employed in the case of a single linear equation (Goursat, loc. cit., p. 53). 

J. M. Thomas (Durham). 

Vessiot, Ernest: Sur les &quations F(x,y,2,P; 9; 7, Ss, t) = 0, auxquelles la 
möthode de Darboux est applicable. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 92—94 (1938). 

This note continues work previously reviewed (this Zbl. 17, 401). The author 
now determines all cases in which one system of characteristics has 2 or 3 invariants 
of orders 1 or 2 and the other 0 or 1 invariant. He gives type forms for the infinitesimal 
generators of the singular subpencil. J. M. Thomas (Durham). 


Sehauder, J.: Gemischte Randwertaufgaben bei partiellen Differentialgleichungen 
vom. hyperbolischen Typus. Studia Math. 6, 190—198 (1936). 
Verf. löst für die allgemeine hyperbolische Differentialgleichung 


Fi... U Use cc Uamı Umas + Unia Urmzm) = 0 


diejenigen gemischten Randwertprobleme, die in einer vorangehenden Arbeit (dies. 
Zbl. 17, 260) für quasilineare solche Differentialgleichungen behandelt wurden. 
K. Friedrichs (New York). 
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Christianoviteh, $.: Le problöme de Cauchy pour les &quations non lin&aires hyper- 
boliques. Rec. math. Moscou N. s. 2, 871—897 u. franz. Zusammenfassung 897—899 
(1937) [Russisch]. 

L’auteur consid£re le problöme de Cauchy pour les &quations non lineaires hyper- 
boliques du second ordre & quatre variables ind&pendantes. L’existence de la solution 
dudit: probleme a &t& demontree par Schauder (ce Zbl. 11, 352). L’auteur donne 
une autre möthode pour obtenir la solution ayant pour base le proc&d& de Soboleff 
(ce Zbl. 14, 59) pour la resolution du probleme de Cauchy pour une &quation hyper- 
bolique lineaire. On reduit le probl&me donne & un systeme d’&quations integrales 
non linesires analogues aux &quations de Volterra, lequel systöme peut &tre resolu 
par la methode des approximations successives. Janczewski (Leningrad). 

Giraud, Georges: Nouvelle göneralisation des problömes relatifs aux operations 
du type elliptique. Ann. Soc. Polon. math. 14, 74—115 (1936). 

Sei Fu => a; et + >) b,u + cwein linearer elliptischer Operator in einem 

'ko2,0z J 
Gebiete & vom Rande S (m die Anzahl der unabhängigen Variablen). Das Dirichletsche 
Problem ‚D‘‘ sowie das Neumannsche Problem „N“ für Fu = f wird hier unter ge- 
änderten Voraussetzungen untersucht. Es wird nämlich angenommen, daß auf ge- 
wissen Mannigfaltigkeiten M, der Dimensionen m—n — wobei n alle ganzen Zahlen 
von 0 bis m durchläuft — die Funktionen b,, c, f sowie die üblichen in den genannten 


Randwertaufgaben vorzugebenden Funktionen unendlich von einer Ordnung g wer- 


den können. Hier bedeutet r,„ die Entfernung eines Punktes Pe2+S von M,. 
Nachdem die Regularität der Lösung sowie das D-Problem und das N-Pröblem in 
der Weise formuliert werden, daß das Unendlichwerden von u auf IM, nicht ausge- 
schlossen ist, ‘werden folgende Punkte erörtert: a) die Eindeutigkeitsfrage für „D‘ 
und „N“, b) die.Bedingung für die Lösbarkeit von „D‘“ und „N“ [für „D‘“ im Falle 
der Randwerte Null], c) die Existenz der Grundlösungen. Die Überlegungen gelten 
auch für geschlössene Mannigfaltigkeiten. Im letzten Kapitel wird Fu = f betrachtet, 
falls 2 der ganze Raum ist (vgl. dies. Zbl. 18, 24). Schauder: (Lwöw). 
Giraud, Georges: Nouvelle möthode pour traiter certains problömes relatifs aux 
&quations du type elliptique. ©. R. Acad. Sci., Paris 205, 1340—1343 (1937). 


Für die elliptische lineare Differentialgleichung Fu= >) a; ._ +2 Bu +eu, 
2 


wobei nicht notwendig a;; = a;; ist und a;; Dinischen Bedingungen genügen, wird 
in einem Gebiete Q@ mit dem Rande $ das Randwertproblem (w; die Richtungskosinuse 


N 
a -Fu=/ımnQ, 9u= a5, +au=g 
’ 


betrachtet. Man sucht eine Lösung von Fu— gu=fin 2 mit O9u=p auf S in 
der Form 
u(X) = Es [B(X, 4) e(4) dV, lie . [H(X, B) o(B) dS,. 


Dieser Ansatz führt auf lineare Integralgleichungen vom Fredholmschen Typus. 
Schauder (Lwöw). 

Poritsky, Hillel: Generalizations of the Gauss law of the spherical mean. Trans. Amer. 
Math. Soc. 48, 199225 (1938). 

A(u;r, P) möge den Mittelwert von u= u(%,,..., %,) über die (n — 1)-dimen- 
sionale Kugelfläche vom Radius r um P bezeichnen. Der Operator A ist mit dem 
Laplaceschen Operator / kommutativ; hieraus leitet Verf. einen Mittelwertsatz für die 
Lösungen von Differentialgleichungen der Form (*) c,APu-+c,_,AP"1u+... +0,u=0 
ab, wobei c; = konst. Speziell ist darin der bekannte Webersche Mittelwertsatz für 
Au+iu=0 enthalten. Interessanter ist die Umkehrung: Wenn innerhalb eines 
Bereiches A(u;r, P)=Cyfı(r) + --- + Cyf,(r), wobei die C; nur von P, die f; aber 
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von P unabhängig sind, und /$**%(0) = 0 ist fürk=0,...,p— 1, so genügt u einer 
Gleichung der Form (*). Zum Beweise benutzt man die für analytische % gültige 


Entwicklung A(u;r, P) =D. (Aku)pr®t]2 *4...2k-nn+2)...n +2k—2) [vgl. 
° 


Niven, Trans. Roy. Soc. 170 (1880)]. Aus ihr leitet: Verf. auch noch andere Mittel- 
werteigenschaften ab, u.a. die von Asgeirsson bewiesene (vgl. dies. Zbl. 15, 18). 
W. Feller (Stockholm). 


Ditterential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 


Adams, E. P.: Electrostatie problems eonneeted with thiek eylindrical shells. 
Proc. Amer. Philos. Soc. 78, 245—270 (1937). 

Berechnung der elektrischen Ladungsverteilung auf einem unendlich langen zylin- 
drischen Leiter, dessen Querschnitt von zwei konzentrischen Kreisbögen und von zwei 
anschließenden radialen Geraden begrenzt wird. Diese als Teil der komplexen z-Ebene 
aufgefaßte Querschnittsform wird auf die komplexe w-Ebene durch die Transforma- 
tion w = logz/c übertragen. Darauf wird die w-Ebene auf die obere Hälfte der kom- 
plexen t-Ebene übertragen durch Benutzung der Methode von Schwarz-Christoffel. 
Bei der Integration der Differentialgleichung der zuletzt genannten Abbildung treten 
Jakobische elliptische Funktionen auf. Aus dieser Integration wird eine Lösung des 
Potentialproblems mit Hilfe Jakobischer Thetafunktionen abgeleitet. Die Lösung wird 
für den Grenzfall eines unendlich dünnen Zylinders ausgearbeitet, wobei die zwei 
Kreisbögen des Querschnitts zusammenfallen und die früheren Ergebnisse von Bickley 
bestätigt werden. Als nächste Aufgabe wird der erwähnte zylindrische Leiter in ein 
homogenes elektrisches Feld gebracht, wobei die Feldstärke parallel zur x-Achse ge- 
richtet ist. Diese Achse ist die Mittelsenkrechte der Kreisbögen. Die Lösung wird 
mit den obengenannten Thetafunktionen durchgeführt. Hierauf wird ein elektrisches 
Feld parallel zur y-Achse betrachtet, wobei die Lösung analog verläuft. Als nächste 
Aufgabe werden zwei symmetrisch zueinander angeordnete zylindrische Leiter der be- 
schriebenen Art betrachtet, welche im Betrag gleiche Ladungen entgegengesetzten 
Vorzeichens führen. Die Lösung verläuft analog wie oben, und aus dieser Lösung 
werden die Kapazitätswerte pro Längeneinheit der Zylinder für verschiedene Öffnungs- 
winkel der Kreisbögen und für verschiedene Längen der radialen Begrenzungen nume- 
risch in Tabellenform angegeben. Endlich werden die zwei symmetrischen Zylinder 
in homogene elektrische Felder gebracht, welche parallel zu den beiden Symmetrie- 
richtungen der Anordnung verlaufen. Die Lösung dieser Aufgaben erfolgt in analoger 
Weise. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Hartree, D. R.: Note on a set of solutions of the equation y”+ 2a) y — y?= 0. 
Mem. a. Proc. Manchester Literary & Philos. Soc. 81, 19—27 (1937). 

Beim Studium der Verteilung von Ionen, welche durch ein Gas hindurchdiffun- 
dieren und dabei rekombinieren, wird man nach Trennung der Veränderlichen bei 
einem kugelsymmetrischen Problem auf die in der Überschrift genannte Differential- 
gleichung geführt, welche Analogie besitzt zur Gleichung von Emden für das Gleich- 
gewicht einer Gaskugel unter dem Einfluß der inneren Gravitationskräfte. Nur das 
Zeichen des nichtlinearen Gliedes ist in obiger Gleichung ein anderes. Durch An- 
wendung einiger Sätze von Fowler über eine allgemeinere Gleichung von diesem 
Typus gelangt Verf. zu einfachen Ergebnissen über das asymptotische Verhalten der 
Lösungen in verschiedenen Fällen, die sich in bezug auf ihr Verhalten im Endlichen 
unterscheiden. Für die numerische Lösung führt Verf. eine neue unabhängige Ver- 
änderliche ein, gleich logx. Die numerischen Ergebnisse für zwei unter sich unab- 
hängige Lösungen werden in zwei Tafeln zusammengestellt. M.J.O. Strutt. 

Oka, Syöten: On the differential equation of ultraeentrifuging. Proc. Phys.-Math. 
Soc. Jap., III. s. 19, 1094—1104 (1937). 

Nach einfacher Transformation handelt es sich um die Aufgabe: eine Funktion /(z, £) 
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zu finder, die der Gleichung 

0 0° 1 of 

= nl + (S + 202) 521 a<a<b 
und den Randbedingungen 

1-0 für a=a, a=b; f=me?* für 1-0 

genügt (k, Q, c, gegebene Konstante). Der Ansatz f = e"**!u(z) führt über ein Eigen- 
wertproblem zur Lösung. Störungsrechnung und numerische und graphische Durch- 
führung eines Zahlenbeispiels. Reliich (Marburg, Lahn). 

Smith, J. W.: Wave-mechanical problems as boundary-value problems in integral 
equation theory. Töhoku Math. J. 44, 178—203 (1937). 

Nach der Inhaltsübersicht handelt es sich um den 1. Teileiner Arbeit. Das 1. Kapitel 
gibt eine, teilweise mit Beweisen versehene, Zusammenstellung wohlbekannter Tatsachen 
betr. Sturmsche Randwertaufgaben für L(u)=(p(x) w‘(2))’ +(Ag(2) — g(x)) u(2) =0 
bei ein- oder beiderseitig unbegrenztem Intervall bzw. bei Singularität in Endpunkten 
des Intervalls [vgl. vor allem H. Weyl, Math. Ann. 68 (1910)]. Im 2. Kapitel werden 
einfache Aufgaben betrachtet für Au+8n?mh?(E—-V)y=0, und zwar mit V=cz 
bzw. V=c,2°2+09%02 bzw. V=cr"!+6r"? mit = 22 + y?®+2z?. Durch 
Trennung der Variablen werden Randwertaufgaben der in Kapitel 1 besprochenen 
Art gewonnen und zugehörige Greensche Funktionen bzw. Integralgleichungen ex- 
plizit aufgestellt. Haupt (Erlangen). 

Sen, Bibhuti Bhusan: Note on the torsion of a curved rod of eireular section. Bull. 
Caleutta Math. Soc. 29, 99—108 (1937). 

The author treats the torsion of a durved rod of circular section analogous to that of 
a previous paper (see Zbl. Mech. 6,297). Employing bipolar coordinates characterized by 

+ dd 


=&+in=lg” 2 with w=r+iz, and h=|T.|, 


the author finds a solution by transforming the equilibrium equation 
y | Oy 3 öy 
02? or: r Ar 


and obtains = 
y = rl2 (sinh&)V2 I) 4,0, ; (cosh£) cosny 
n=0 


which is made compatible with the boundary condition y = Tr? at &= x, where 7 
is a constant. The function Q2 in the argument (cosh £) is Legendre’s associated function 
of the second kind. It is necessary to verify the existence of the function y and its 
derivatives for large values of & lying between x <&=< mw, that is within the circular 
section. The moment integral is calculated on the assumption that the section is 
twisted about the line of centers. The results concur with those of Göhner (Ing.- 
Arch. 2) obtained by successive approximations. For a ratio a/R = 0.2 (a = radius 
of section, R = radius of curved rod) the maximum shearing stress at the inner surface 
shows a 30% increase over the usual elementary theory of straight circular rods. 
Holl (Ames)., 
Abramov, B. M.: The problem of contact of an elastie infinite half-plane with an 
absolutely rigid rough foundation. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 17, 173—178 (1937). 
Neue Lösung des bereits von Muschelisvili[C. R. Acad. Sci. URSS 3 (8), Nr 2, 
62 (1915)] gelösten Randwertproblems der zweidimensionalen Elastizitätstheorie, wo 
längs des Randes einer Halbebene in einem Intervall die Verschiebungen und außer- 
halb dieses Intervalls die Spannungen vorgegeben sind. Das wichtigste bei der Lösung 
verwendete Hilfsmittel ist die Meliinsche Integralformel und die zugehörige Umkehr- 
formel. P. Funk (Prag). 


129 


Colwell, R. C., and H. C. Hardy: The frequencies and nodal systems of eireular 
plates. Philos. Mag., VII.s. 24, 1041—1055 (1937). 

Das Eigenwertproblem der schwingenden kreisförmigen Platte wird ausführlich 
behandelt. Die Resultate werden den bekannten Näherungen gegenübergestellt. 
Numerische Auswertung der Ergebnisse und Vergleich mit den empirischen Daten. 

Rellich (Marburg, Lahn). 


Schaeffer, A. C.: Existenee theorem for the flow of an ideal incompressible fluid 
in two dimensions. Trans. Amer. Math. Soc. 42, 497—513 (1937). 

The initial values u(z, y), v(z, y) of the components of velocity are supposed to 
have partial derivatives with respect to x and y which satisfy a uniform Lipschitz 
condition, give zero divergence throughout a region R and no normal velocity across 
its boundary B. A method of successive approximations is then used to find velocity 
components u(z, Y, t), v(z, y, t) with the prescribed initial values and continuous partial 
derivatives with respect to x and y giving no divergence within R and no normal 
velocity across B for all positive values of i. The vortex density is found to be con- 
stant for a moving point and to satisfy a uniform Lipschitz condition with respect 
to x,y,t. An important feature of the successive approximations is that they con- 
verge for all real values of {. In the proof use is made of the property that the second 
derivatives of an integral involving a Green’s function and a density function satisfying 
a Lipschitz condition themselves satisfy a uniform Hölder condition. Use is also made 
of some inequalities relating to the initial and subsequent distances between two 
particles of fluid. — In an appendix the case of multiply-connected regions is con- 
sidered and the additional result that the circulation around and inner boundary 
remains constant is derived. H. Bateman (Pasadena). 


Intsgralgleichungen, Integraltransformationen: 


@ Doetsch, Gustav: Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. (Die 
Grundlehren d. math. Wiss. in Einzeldarstell. mit besonderer Berücksiehtigung d. An- 
wendungsgeb. Bd. 47.) Berlin: Julius Springer 1937. XIII, 436 S. u. 18 Fig. RM. 34,50, 


From the table of contents. ‚1. Functional analysis. 2. Historical remarks. 3. Definition 
and analytical properties of the Laplace transformation. 4. Function theoretical properties 
of l-functions (= Laplace transforms). 5. !-functions regular at infinity. 6. The complex 
inversion formula. 7. Other inversion formulas. 8. Correspondance of basic operations. 9. Series 
expansions. 10. Abelian and Tauberian theorems. 11. Different types of asymptotics. 12. Abel- 
ian asymptotics. 13. Tauberian asymptotics. 14. Indirect Abelian asymptotics. 15. Integral 
equations of real convolution type. 16. Functional relations based on convolutions. 17. Complex 
convolutions. 18. Ordinary differential equations. 19. Use of functional transformations in 

rtial differential equations. 20. The equation of heat conduction. 21. The wave equation. 
22. The potential equation. 23. Variable coefficients. 24. Heaviside calculus. 25. The principles 
of Huygens and Euler. Appendix (list of Laplace transforms). Historical remarks and 
references. Bibliography. — The author has already devoted some 30 odd papers to various 
aspects of the theory of the Laplace transformation of which the memoirs on the equation 
of heat conduction and related topics would seem to be his most original contributions. These 
papers have now grown into a well written treatise which provides a good introduction to 
the field. The emphasis on the physical applications will make the book particularly useful 
to workers on boundary value problems. "Those who are interested in Laplace transforms 
per se will find many fascinating details, e.g., the elegant formulas in Ch. 9, the transcendental 
addition theorems in Ch. 16 or the rich collection of inversion formulas in Ch. 7 (the author 
deserves special thanks for having rescued Phragme6n’s inversion formula from oblivion). But 
from the point of view of the theory in the large, various adverse remarks are in order. The 
author on unconvincing grounds declines to use Lebesgue integrals. The theory of Laplace- 
Stieltjes integrals is entirely avoided. Such fundamental questions as the representation 
problem, the problem of analytic continuation, the summation of divergent integrals, and 
the relations to the general theory of functions analytic in a half-plane are slighted or un- 
mentioned. Various items are missing in the biliography (e.g., the colloquium lectures of 
Paley and Wiener, papers by Hardy, Littlewood, Obrechkoff, M. Riesz, and others). 
As a consequence the references are occasionally inadequate and the author claims too much 
eredit for himself. E. Hille (New Haven, Conn.). 
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Ignatorskij, V. S.: Zur Laplaee-Transformation. IX. C. R. Acad. Sci. URSS, 
N. s. 17, 169—172 (1937). 

Remrks and examples in connection with Abelian and Tauberian theorems con- 
cerning Laplace transforms. (VIII. see this Zbl. 17, 19.) E. Hille. 

Humbert, Pierre: Formules nouvelles pour le ealeul symbolique. Bull. Soc. Math. 
France 65, 119—131 (1937). 

Denoting by the symbol f(p) = h(x) the correspondence /(p) =p fe e-P*h(a)dz, 


a number of correspondences of this type are derived in this Fe E.g., 


fllogp) . fzhis)ds. e .e ee 
ea a ER 2 ye® 1 
() 


where £ is the Riemann zeta function; de [77] (4) = logx — logsinhz where 


o(p) = log I'(p) — (p-Hlgp+p- log Ya is the function governing the re- 
mainder in Stirling’s approximation to n! (the correspondence just cited is used to 
a 


_ derive an asymptotic formula for @(p)); (9 + logp)? +5 = = logx, where y is 


Euler’s constant. Merscen (Baltimore). 


Hardy, 6. H.: Ramanujan and the theory of Fourier transforms. Quart. J. Math., 
Oxford Ser: 8, 245—254 (1937). 

A “direct” proof of the theorem: Let (u) be an entire function of u=v-+ iw, 
such that |p(w)| <C|T(1+ w)|exp[Pv + A |w|] for v> — 6, Öö >% A< BZ and 


low] < Dezp[-Qv + B Ju], forrv< — 6, B< n/2. Theniig= =>(- 1ro(n)ir/(m!) 
is an element of a function analytic for t>0, and (2/r)': fi Lu) e-iztdt= M(x) 


= (2/n)': Ipi- n — 1)(— ia)" for —e%<x<e”®. Several anne are discussed. 
J. D. Tamarkın (Providence, R.1.). 
Gorny, Ayzyk: Sur les fonetions indefiniment derivables sur tout P’axe r&el. C. R. 
Acad. Sci., Paris 206, 733—735 (1938). 
L’A. etend aux fonctions donnees sous la forme f(}) = [: e*!dV(t), oü V(t) est 


une fonction croissante et bornee, certains resultats de M. Mandelbrojt concernant 
les series de Fourier d’une classe Oy„,,. Ainsi si f(x), donnee par l’integrale pr&cedente, 


appartient 3 C,,(|/” (A)| S k"m,), on a 7 (t 2) — VW)< eir(z i £) (T(r) —=maxı"/m,). 
Si cette inegalite est verifiee, la fonction r e=!dV/(1 + 12) appartient: & Om. Les 


\ 


applications de ce theor&me sont analogues & celles qu’on tire, par une &valuation 
analogue des coefficients, dans le cas des series de Fourier. Mandelbrojt. 
Bochner, S.: Stable laws of probability and completely monotone funetions. Duke 
math. J. 3, 726—728 (1937). 
Verf. gibt zwei Beweise dafür, daß für jede nicht abnehmende Funktion y(x) 


oo 


ve) =er"rle) mit ol@)= . 


die Fourier-Stieltjes-Transformierte einer nicht abnehmenden beschränkten Funktion 
ist. Darin ist insbesondere der bekannte P. Levysche Satz für v(z) = exp{— |z|??}, 
0<p=1l, enthalten. Die Beweise beruhen auf einer gleichmäßigen Approximation 
von v(x) durch Funktionen, die trivialerweise Fouriertransformierte sind [beim ersten 
Beweise durch Linearkombinationen von (22 + 52) -*]. W. Feller (Stockholm). 
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Widder, D. V.: The successive iterates of the Stieltjes kernel expressed in terms 
of the elementary functions. Bull. Amer. Math. Soc. 43, 813—817 (1937). 

The successive iterates of the kernel H,(z,y)=(x=-+ y)”! in [0, +00] are cal- 
culated. The en elegant result is obtained: 


n 
A n,2r (logx—logy)?*-1 AR logx—1 2% 
2n,2k 13 gY) = Honzı(® y)= > 2n+1,3%+1 (lOgx—1logy) 


A;n(z, Ir : (2-1) 2 —y (2k)! c+Yy L 
where the constants A„,m-, are the coefficients of the expansion = An 
+ Amm-18 + Amm-28° +. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 


Widder, D. V.: The Stieltjes transform. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 7—60 (1938). 
This paper contains a systematic Fl of the Stieltjes transform 


"dat! 
DEE 


Here «(t) is of bounded variation in interval (0, R) and the integral is lim f 


fe) = s 


The domain of convergence is the whole plane less the negative real axis. Such an / (s) 
is also representable as a generalized iterated Laplace transform. The main part of 
the paper is devoted to the inversion problem which is solved in the real domain. 
Let an operator L,.[f(z)] be defined as c,f(t) when k=0 and (— nr IE f(e)]@*-D, 
k2l, where =c,=1 and „=[k!(k — 2)!]!, k>2. It is shown that 


[I „z)]du> alt) — a(0+) as k>oo. If alt) is absolutely continuous, 


La] —>o(t) at all points of the Lebesgue set of &’(t). The author also deter- 
mines expressions for the saltus and for the total variation of & (d); and obtains formulas 
for the integration and differentiation of &(t) in terms of his inversion operator. He 
also extends the results to generalized Stieltjes transforms where the denominator s-+t 
in (1) is replaced by (s+t)®, e>0. Under suitable conditions on f(x), z real >0, 
as to existance and behavior of derivatives of all orders 


I 
Pla fl), a>0. 


It is sufficient that f®(z) is o(x”*"!) for &—>0 and o(x”*) for >00. Then the 
author takes up the representation or solubility problem. A nasc that /(z) should 
be representable by (1) with an «a(t) of bounded variation in [0,00] is that 


fi Ly,.lf(x)]| dt < M for all k. He also determines nasc that «&(t) be non-decreasing 


Re be absolutely continuous with &’(t) € L,(0,00) for some p, 1&p=<m. Finally 
he considers the relation between his inversion operator and that of Paley-Wiener 
for &’(t) € Z,. E. Hille (New Haven, Conn.). 
Mehrotra, B. M., and R. V. Shastry: Theorems connecting different elasses of 
self-reeiprocal funetions. Proc. Nat. Acad. Sci. India 7, 1—5 (1937). 
Let R, be the class of functions self-reciprocal under J, transforms. The paper 
contains a formal derivation of the result: Let fER,, KER,, then 


= /?ı xy) )ay [Ke) Iiyo)dz€ Mo 


ı R+ioo 

Pa)=(2nı)” re (ar Huth) et + or Yas) lat '/20+%)23)x u: 
R-io 

where O<k<1l,x(e)=x(l—.3). J. D. Tamarkin (Providence, R. ja 


9* 
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Guinand, A. P.: A class of self-reeiprocal funetions conneeted with summation 
formulae. Proc. London Math. Soc., II. s. 43, 439—448 (1937). 

Brief report on investigations connected with Ferrar’s work on summation formulas 
related to Dirichlet series (this Zbl. 11, 66 and 17, 12). The object is to prove relations 
of the form z 2 ds 
[rwas - [Fynan 

ö 


0 
where F(«) = | > An — Ra); 
lzn=sz 
T 
WERDET ERPER 


Xı(@) = Li.m.,- re 
-T 


ae GB—Db+9 = 
IR Zr SER, 
A agrn-g PO un” 
and R,(%) is the sum of residues of y($(ß — 1) + s) #-D+ss-1 at the poles of the 
first factor in a certain strip. ß = lin the cases considered by Ferrar. The conditions 
of validity are too complicated to be listed here. The various functions are enumerated 


for the following values of a,: 1, sin en r,(n) (= the number of representations of n 
8 ® P 


as the sum of p<3 squares), d(n) (= the number of divisors of n), o,(n) (= the 
sum of the k-th powers of the divisors of n, |k|<#). Z. Hille (New Haven, Conn.). 

Giraud, Georges: Sur certaines &quations & intögrales prineipales. Ann. Ecole 
norm., III.s. 54, 293—294 (1937). 

Correction to an earlier paper of the author (this Zbl. 11, 216). It is the question 
of a formula on p. 343 of this paper and the reasoning of Ch. III, $ 9 which is based 
on the formula. E. Hille (New Haven, Conn.). 

Gunther, N.: Sur quelques applications nouvelles de la th&orie des fonetions de 
domaines ä la th&orie des &quations integrales. Il. Rec. math. Moscou, N. s. 2, 197—271 
u. 387—461 (1937). 

Seconde partie du memoire (ce Zbl. 13, 24; v. aussi 6, 297). L’aut. s’occupe des 
&quations int&grales contenant des fonctions de domaine, en appliquant l’integrale de 
Stieltjes (ou plutöt les valeurs moyennes de telles intgrales). Dans les notations de 
V’auteur l’&quation a la forme @(z) = if k(tT,x)p(y)dr-+- f(x), le noyau k etant une 


fonction d’un domaine TC.Q, et d’un point zEen,; yEQ,; k est hermitien, c.-A-d. 
— f uw) n(T, 2)do = = f u(tg) k(w, y) dr, avec une certaine ‚„fonction de mesure“ 
(@) @ 
u(®); d’autres restrietions concernant k se rapportent & la sommabilit& pour zE r 
ou bien il expriment que l’operateur correspondant est borne. Dans la 1r° partie l’aut. 
a defini la „resolvante moyenne mesur&e‘‘ r(T, ®, A) qui est holomorph en A en dehors 
de Paxe reel et pour |A| <A”. Dans la 2me partie il definit une fonction 9(T, w, u) 
comme le residu de — r relatif au segment de l’axe reel O<A< u, et une fonction 
de l’intervalle m correspondante O(T, w, m) — fonction spectrale. La valeur A = 
pouvant appartenir au spectre, on obtient la condition de la fermeture, la represen- 
tation d’une fonction de domaine & l’aide de la fonction spectrale sous la forme: 


+5 
h(t) O(t, w, 5 SU r : 
h(w) = f dm " en dr, l’integrale interieure &tant celle de Hellinger eten- 
-00 Le} 


due aux fonctions d’ensemble. W. Stepanoff (Moskau). 
Fortet, Robert: Rösolution d’un systeme d’&quations de M. Schrödinger. C.-R. Acad. 
Sci., Paris 206, 721-723 (1938). 
J, und J, seien abgeschlossene (nicht notwendig beschränkte) Intervalle, g(z, 4), 
v(x) und w(y) für »CJ, und yc J, nichtnegative stetige Funktionen derart, daß 
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die Integrale über w und v einander gleich und positiv sind. Für feste x bzw. y soll 
schließlich g(z, y) höchstens auf einer linearen Nullmenge verschwinden. Wenn dann 
(9, y) eine Lösung von 


va) te, Y) y(y) dy=v(a), vote y) 9(2) dx = w(y) 


sind, so haben alle anderen Lösungen die Form a y/a) mit a—=konst. Ferner gibt 
Verf. auch zwei sehr allgemeine hinreichende Bedingungen für die Existenz von Lösun- 
gen an, wobei nur die Konvergenz gewisser Integrale vorausgesetzt wird. [Für einen 
Spezialfall vgl. S. Bernstein, Verh. Int. Math.-Kongreß, Zürich 1 (1932).] W. Feller. 

Sobolev, S.: Sur une elasse d’equations integrodifförentielles ä plusieurs variables 
ind&pendantes. II. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 18, 75—80 (1938). 

Suite d’une note anterieure avec le m&me titre (ce Zbl. 18, 67). L’auteur a 
introduit les notions d’indices de regularite g,, 0, pour l’&quation etudiee (voir loc. cit.). 
Dans la note actuelle il obtient la solution du problöme pour le cas 0, =-0 et donne 
des exemples d’apres lesquels on voit qu’en general il n’ya pas de solutions si 0, = 0 
au_R<O. Janczewski (Leningrad). 

Popoviei, C.: Nouvelles solutions des &quations int&grales et integro-fonetionnelles. 
Ann. Sci. Univ. Jassy, I: Math. 24, 18—56 (1938). 

The author extends the methods of previous papers Mes Zbl. 14, 307; 15, 24; 


17, 312) to integral equations involving two variables, e.g. ii f J(E,n)d&dn=q(2,Y). 
Zı(2) vı() 
Various formal methods for finding possible solutions are suggested and discussed, 


in the main connected with functional equations derived by proper substitution from 
the integral equation. There is reiteration of the claim of the existence of a large 
group of solutions, without precision as to the scope of the latter term. Hüdebrandt. 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 

Michal, A. D,, and E. W. Paxson: Addendum to the: Maps of abstraet topological 
spaces in Banaeh spaces, this Bulletin, vol. 42 (1936), 529—534. Bull. Amer. Math. Soc. 
43, 888 (1937). 

In der genannten früheren Arbeit (vgl. dies. Zbl. 15, 6) haben die Verff. einen 
topologischen Raum E betrachtet, dessen Umgebungen einem Gebiete eines linearen, 
normierten und vollständigen Raumes homeomorph sind. Dieser Homeomorphismus 
war durch gewisse Axiome näher umgrenzt, die es ermöglichen sollten, die Lieschen 
Differentialgleichungen der kontinuierlichen Gruppen in E abzuleiten. Es wird nun 
bemerkt, daß der strenge Beweis des dortigen (topologischen) Satzes IV u.a. auch 
das zweite Abzählbarkeitsaxiom von Hausdorff erfordern würde. Verff. ziehen es 
nun vor, die Axiome abzuändern und statt des Satzes IV einen Satz IV’ zu beweisen, 
der bei der Ableitung der Lieschen Differentialgleichungen in E dieselbe Rolle spielt. 

Schauder (Lwöw). 

Rothe, Erieh: Zur Theorie der topologischen Ordnung und der Vektorfelder in 
Banachsehen Räumen. Compositio Math. 5, 177—197 (1937). 

Es sei x ein Punkt der Hypersphäre 8*:|x|| = R eines linearen, normierten 
und vollständigen Raumes E, /($%) das durch y=f(2)=x-+g(z) mit vollsteti- 
gem g(z) entworfene Bild von 8“, P ein Punkt von E, der nicht zum Bilde /($”) 
gehört. Die Ordnung n(P, 8, f) läßt sich definieren, die Gültigkeit der im m-dimen- 
sionalen Falle bestehenden Eigenschaften der Ordnung nachweisen sowie der Zu- 
sammenhang mit dem Abbildungsgrade bestätigen. (Aus dem Abbildungsgrade läßt 
sich übrigens der Begriff der Ordnung sehr kurz ableiten. Ref.) Daraus folgt die 
Möglichkeit der Betrachtung der Vektorfelder x + g(x) oder nur der Form g(x) mit 
vollstetigem g(x) auf S® (Übertragung der Sätze von Rouche und Poincare- 
Brouwer). Dies wird zum Beweise eines Existenzsatzes aus der Theorie der nicht- 
linearen Integralgleichungen benutzt. Schauder (Lwöw). 
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Agnew, R. P.: On the existence of linear funetionals defined over linear spaces. 
Bull. Amer. Math. Soc. 43, 868-872 (1937). 

In order that a functional r(z) defined on a linear space E be such that there 
exists a linear functional f(x) on E with f(x) <r(z) it is necessary and sufficient 


n 
that Ir(ya)le 0, where n, 1x>0 are arbitrary and 22; = 0. The proof is 
K=1 = 


=1 

made by associating with the function r(z) a function p(=) =r(a) for which 

pltz) =tp(2) ((>0) and p(x+ y)=<p(e) + p(y) and thus reducing the theorem 

to the well known theorem of Hahn-Banach on the extension of linear functionals. 
N. Dunford (New Haven). 

Birkhoff, Garrett: On produet integration. J. Math. Physics, Massachusetts 
Inst., Technol. 16, 104—132 (1937). 

The author bases his integrals on displacements of a linear normed complete or 
Banach space B into itself, these displacements being defined by transformations X, 
and the difference pX — p. A linear space of displacements results from the definitions 
MX+N-p=(pX-p)+(pY-p) and p(AX) - p=4(X(p) — p) while the 
product XY is (pX)Y, with the null displacement vector as identity. These displace- 
ments define another Banach space if we use for modulus: |X|=LUB|pX — p| 
for pEB, called the displacement or D-modulus. The space based on the Lip- 
schitz or L-modulus: IXI=LUB |rX-gX-(p-g|/|p—a]| is not complete but 


convex subsets such that |X]<M are closed. If X(t) is defined for a<t=b then the 
2 n 

R-product integral [ X(f) dt is defined as the imJ,(V) = lim 77 X(t)| Art| where x 
& E43 E43 k=1 


is any partition: a = <r,<'<w=band 7_ı St;sT, and the limit is 
taken in the sense of subpartitions, due to E. H. Moore [Proc. Nat. Acad. Sci. 1, 
628 (1915)]. This limit exists if X(t) varies continuously in the D-metrice |X — Y| 
and the L-modulus |X(t)| is bounded. This integral has the property that if 


u 
Y(u)= | X(t) dt then the product derivative ‚lim h . (Y-!(u)Y(u+Au))= X(u) where 
« b-a 


Y-!(u) is the inverse of Y(u) and has the value | — X(b— !)dt. The result that 
b—-u 


the product integral of the product derivative restores the function up to a “multiplier” 
holds also. Product integration is invariant under all topological ring isomorphisms 
as well as differentiable group isomorphisms. The integral so obtained gives an exist- 


ence theorem for the general differential equation = (Y(z;))=X(Y(z,t);t). A Lebes- 
gue product integral is obtained by replacing the term X (tx) A,t by the term IX (17) | 02] 


where Azt is divided into a finite or denumerable number of measurable subsets 0? 
of measure |o7| and t% € of, the limit being of a double partition type. It is proved 
that functions belonging to a class AL satisfying the conditions: LUB zZ X(%)||oX|<o; 


LUB Z1xX (| |of| < oo and GLB 2, los X(ta)| |of| =0 is Lebesgue product inte- 


grable, and has properties similar to that of Lebesgue sum integration. It is indicated 
that a Denjoy integral is possible. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Mazurkiewiez, Stefan: Les fonetions quasi-analytiques dans l’espace fonetionnel. 
Mathematica, Cluj 13, 16—21 (1937). 

A family W of functions continuous over the interval / =[0, 1] is called quasi- 
analytic if any two functions f, € W, f, € W which coincide over a sub-interval of [0, 1] 
are identically equal throughout the whole interval [0,1]. The author proves that 
if a quasi-analytic family of functions, considered as a set in the space of continuous 
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functions on [0,1], satisfies the condition of Baire, then it is necessarily of the first 
category. — Further the author discusses the functions quasi-analytic (B) (in the 
sense of S. Bernstein) and proves that they form a family which is a residual set 
in the space of continuous functions. It follows that on one hand this family is not 
quasi-analytic itself and that on the other there exist: functions quasi-analytic (B) 
which are not: derivable in any point. Saks (Warszawa). 

Hildebrandt, T. H.: Linear operations on funetions of bounded variation. Bull. 
Amer. Math. Soc. 44, 75 (1938). 

Der Verf. sucht eine allgemeine Form der linearen Operationen in dem in üblicher 
Weise normierten Raume der Funktionen von beschränkter Schwankung aufzustellen. 
Dazu werden die additiven Funktionen von Intervallmengen betrachtet, die den ge- 
gebenen Funktionen in eineindeutiger Weise zugeordnet worden sind. Da für diese 
additiven Funktionen die linearen Operationen sich in der Gestalt eines Integrals 
darstellen lassen, wird damit auch das gestellte Problem gelöst. Kerner (Warszawa). 

Vulich, B.: Sur les operations linsaires dans P’espaee des fonetions sommables. 
Mathematica, Cluj 13, 40-54 (1937). 

A sequence {z,} of elements of the space Z (of continuous functions over [0, 1]) 
is said to converge (K)to an element x € L, in symbols ©,» x, if x„(t) — x(t) almost 
everywhere in [0, 1] and if there exists a summable function f(t) such that |x,(t)| = f(£) 
for n=1,2,... O=st=1. By the convergence (B) in Z the author means the 
ordinary (strong) convergence. The analogous definitions are adopted for the space IP 
(p>=1) of all sequences {z;} such that I'|x,;|P < +00. An additive operation U) 
transforming the BuaSS L into a set in the space I? is er 1. linear (B), if m >® 
in L implies U(z,)—2> U(z) in P, 2. linear 5 if z,&> x implies U(x,) > U (x), 
3. strongly continuous, if x, > z implies U(z,) -2> U(z). The author establishes the 
general formulae for these classes of operations and simultaneously proves that the 
operations linear (X) coincide with those linear (B). Saks (Warszawa). 

Golgb, St.: Über einen Satz von O.Toeplitz. Ann. Soc. Polon.math. 15, 128—134 (1937). 

Ist {=Na,,2;%, eine verallgemeinerte Hermitesche Form mit ganz beliebigen 


%, 
komplexen Zahlen a;;,, so versteht der Verf. unter ihrem Wertvorrat W die Menge 
aller Werte von f für?’x,2;=1. Er gibt einen neuen Beweis dafür, daß für n = 2 
W eine Ellipse (mit Innern) ist, deren Brennpunkte mit den Wurzeln der Säkular- 
gleichung zusammenfallen [vgl. O. Toeplitz, Math. Z. 2, 187—197 (1918)]. Zum 
Schluß gibt er einige Beispiele, welche zeigen, daß auch im Falle n = 3 die Frage 
kompliziert ist. Indessen wurde dieses Problem vollständig für alle n von P. Schirokow 
[Bull. Soc. phys.-math. Kazan (3) 7 (1934/35); dies. Zbl. 14, 245] gelöst, welcher be- 
wiesen hat, daß W mit dem kleinsten konvexen Bereich zusammenfällt, der die Kurve 
n-ter Klasse |o;; — wö;,|=0 enthält, wobei ©; = $[a;ı(u — iv) + a;ı(u + iv)] 
ist und u,v, w Linienkoordinate bedeuten. N. Tschebotaröw (Kasan). 

Eidelheit, M.: Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen. II. Studia Math. 7, 
150—154 (1938). 
Damit das System (1) Zautı = = 1x für jede Folge {r,} eine Lösung besitzt, ist 


notwendig und hinreichend, aß a) die Zeilen der Matrix {a,;,} linear unabhängig sind, 
D) für gegebenes p, passendes i, und beliebige Zahlen Aus Ag, 44 (A; 0) die Reihe 


Zhan +4,04) &, für ? >, von den Reihen Iar er Bel, 2,.2..,9) Um 


Sans des Verf. konvergenzunabhängig ist. Eier hand für die unbeschränkte Lös- 
barkeit von (1) ist die Bedingung: Für beliebiges « zent es eine Folge {£,}, so daß 


Ia, k& fürv=1,2,...,i konvergieren, während Zar, x &; divergiert. (I. vgl. dies. 
&=1 
Zbl. 15, 356.) Schauder (Lwöw). 
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Sheffer, I. M.: Coneerning Appell sets and assoeiated linear funetional equations. 
Duke math. J. 3, 593—609 (1937). co 
The author considers the equation (2) L[y(2)] = Da,y”(z)=F(x) (F(z) known, 
n=0 oo 


analytic in the neighborhood of some point 25; y(&) to be found), where L(t) » Da„t" 
ö 


is the generating function of the linear differential operator of infinite order L[y]. 
An associated problem is that of expanding F (x) in a series of Appell polynomials P,,(2) 


generated by L(t); i.e., the sequence P,(z) defined by L(t) ® » I P,„(2) t". The main 
ö 
object of study is the case in which Z(t) is an entire function of finite exponential 
type e (i.e., L(t) = Da„t* satisfies the condition lim [r!a,]/r =oe< oo). In Part I 
° >00 


it is shown that the region of convergence of an Appell expansion is bounded by a 
simple closed convex curve which depends upon the singularities of the function 


A(u) =uD'n!a,u*. In Part II is shown the existence of a “semi-local” solution 
ö 


of (2), analytic in the neighborhood of x,, when F(x) is analytic in a circle about 2, 
whose radius exceeds a certain number depending upon L(t); this restriction on the 
radius, which can be dropped if oe = 0, may result from the method employed rather 
than be inherent in the problem. The existence theorem permits the determination 
of a class of functions having convergent Appell expansions. ©. R. Adams. 

Toseano, Letterio: Relazioni su gli searti dalla permutabilitä nella teoria degli 
operatori lineari. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 70, 396—404 (1937). 

Se H e K sono due operatori non permutabili, dicesi scarto (dalla permutabilitä) 
di X rispetto ad H la differenza (HK)=HK- KH. Si ponga (HK)’=K, 
(AK)'= H(HK)@-) - (HR)C-DH. Se allora c1,C,.. Cm; Ags Ais= = + Am BONO 
2m + 1 numeri vincolati dalle condizioni 


mu= Dig, 
1 
er Lee nl + 
ae) 


sussiste la relazione 


De, H'KH"= DI HI KHn-i + 1, DH &(HR) Hmr-iı 
1 1 2 


+ A, N HMHROHr 4. + Am, (HR)RTT, 
3 


stabilita fin dal 1901 da E. Pascal (efr. Rend. R. Ist. Lombardo 84, ser. 2a). — 
L’Autore ne fa un’applicazione alla teoria degli operatori linesri permutabili del 
2° ordine. @. Lampariello (Roma). 


Variationsrechnung: 

Fort, Tomlinson: The caleulus of variations applied to Nörlund’s sum. Bull. Amer. 
Math. Soc. 43, 885-887 (1937). 

The classical method for establishing the Euler differential equation of the simple 
integral [one-parameter family of comparison curves y(x) + en(z) and fundamental 
lemma] is used here to prove that if y(x) minimizes a Nörlund sum from c to b, whose 
summand has the form F(z, y, Ay, A2y,..., 4"y) in the class of continuous y’s, 
subjected to fixed values at b and in the intervale<z <c + Az, then y must satisfy 
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the difference equation 
Fy(z-+n) — AP, (0+n— +... +(-1"ArPyn(2)=0 for 2>e where yD—Ary. 
Arnold Dresden (Swarthmore). 
Moseoviteh, Nathan Abraham: Studies of the inverse problem of the caleulus of 
variations. Contribut. calculus variations1933—1937, 359—401 a. Chicago: Thesis (1937). 
The questions studied in this paper are the following: (1) The conditions under 
which a function H(z, y, 2) defined on a region R of (2n + 1)-space will be the Hamil- 
tonian function of a Lagrange problem, [ Mz, y, y)dz = min., 9,(2, y, y') = 0, in 
(n + 1)-space; it is supposed that H is of class C* in R and the rank of the matrix H,,., 
may be <n throughout R. Let this rank be n — m; it is not required that a particular 
(rn — m)-rowed minor of this matrix be different from 0 throughout R. This less 
stringent hypothesis on the matrix H,,., is one of the advances of this paper over 
earlier work [compare Carath&odory, Acta 47, 223 (1926)]; it is made possible by 
an extension of a very useful theorem of Bliss [see Trans. Amer. Math. Soc. 19, 305 
(1918)]. The result is that if an arc.E of class C’ in R satisfies the equations dy,/dx—=H,,, 
then-a Lagrange problem involving m functions @, exists for which H is the Hamil- 
tonian function in the neighborhood of E. The Lagrange problem so determined is 
not unique. (2) The connection between the different Lagrange problems which have 
the same Hamiltonian function. It is shown that, under a very natural: definition 
of equivalence of Lagrange problems, any two such problems which have the same 
Hamiltonian funetion are equivalent. (3) Application of these results to the inverse 
problem of the calculus of variations in three-space. (4) The connection between the 
path curves and the transversality condition of a contact transformation in (nr + 1)- 
space and the extremals and transversality condition of a c. v. problem. A simple 
necessary and sufficient condition is obtained for the identity of the two double systems 
in the two problems. (5) An analytic characterization of extremal and transversals. 
Arnold Dresden (Swarthmore). 
Debever, Robert: Les champs de Mayer dans le ealeul des variations des int&grales 
multiples. Bull. Acad. Roy. Belg., V. s. 23, 809-815 (1937). 
Vorgelegt sei das Variationsproblem de Integrals 


I=/[F(&, y’,y)dal...da* 
n 
(i=1, N el, om: Gy = 2). 

Es wird angenommen, daß eine m-parametrige Schar von Extremalen der Klasse CO, 

Ya ya ll, EU AA) (1) 
existiert derart, daß in einem gewissen Stück des (m + n)-dimensionalen Raumes 
der x, y durch jeden Punkt genau eine Extremale der Schar hindurchgeht und daß 
dort überall Ol, ..., 9”) +0 

SM, ..., Am) 

ist, Alsdann lassen sich in diesem Raumstück die Gl. (1) nach den A# auflösen, 
28 = AP(x, y), und Gefällfunktionen : 


v@ y) ee a Pa, y) @) 
bilden. Verf. betrachtet nun im Anschluß an Lepage (s. dies. Zbl. 16, 262) symbolische 
Differentialformen der Gestalt 


2,= Fda!...dx ?— (-V'Faw* dk) — (17 4,0 wPdli,), (3) 
vr = dy* — ya da 

gesetzt ist und wo die Ai; unbestimmte Funktionen der x, ysind. Das Hauptergebnis 

lautet: Die Ad lassen sich stets so bestimmen, daß das Feld (2) geodätisch für die 


wo 
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Form (3) wird und die Extremalenschar (1) somit ein Mayersches Feld bildet. Die 
hierzu erforderlichen A‘; stimmen im allgemeinen weder mit denen der Theorie von 
de Donder-Weyl noch mit denen der Theorie von Carath&odory überein. Statt 
nun wie diese Theorien von einer gegebenen Form auszugehen und zu dieser ein geo- 
dätisches Feld aufzusuchen, das eine gegebene Extremale einbettet, kann Verf. von 
einer beliebigen Extremalenschar (1) ausgehen, welche die gegebene Extremale ent- 
hält, und durch passende Wahl der A}, in der Form (3) das gestellte Variationsproblem 
zu Ende behandeln.  Bessel-Hagen (Bonn). 

Radon, Johann: Singuläre Variationsprobleme. Jb. Deutsch. Math.-Vereinig. 47, 
Abt. 1, 220—232 (1937). 

The author considers two singular problems of the Calculus of Variations. The 
first is the Lagrange problem 


[F@ yı--: 9m Yo: -Yu)de=Min, Pals Yır--- Wr Yı--- Ya) = 0 
in which the integrand and the differential equations do not contain Y,, the end- 
points lying on the fixedinsz= 9, y=-Yyaddı=al,y=y,i=lh..„n-1. 
The second problem is that of minimizing the n-tuple integral 

Na, 2, p)dz, B=5, i=1...n 
extended over a bounded region B on whose boundary z takes fixed values and for 
which the rank of the matrix fa,p, is equal to 1 everywhere in B. For both problems 
sufficient conditions for a strong and for a weak minimum are formulated in terms 
of the existence of a field of extremals. It is shown that in the second problem the 
existence of a field of extremals is assured when none of the characteristics which 
generate the extremals contain a pair of conjugate points. By means of Bliss’ method 
for the discussion of the second variation this condition is proved to be necessary. 

Arnold Dresden (Swarthmore). 

Valentine, Frederiek Albert: The problem of Lagrange with differential inequalities 
as added side conditions. Contribut. calculus variations 1933—1937, 403—447 a. Chicago: 
Thesis (1937). 

En nommant courbes admissibles les courbes y; = y;(z),  =1,...,n) de l’espace 
an 1 dimensions qui satisfont & certaines conditions donne&es 

a yyY)=0I, May yY)>0, 
P’A. etudie le probleme de minimum pour l’integrale I = | f(z, y, y)dx dans une 
classe de courbes admissible. Il &tablie les conditions necessaires de Euler-Lagrange, 
de Weierstrass et de Clebsch en substituant au probleme donn& le probleme de 
Lagrange &quivalent dans lequel au lieu des inegalites pg(z, y, y')=0 on pose les 
equations @g(z, y, y') = 27. Il &tablie en outre des conditions suffisantes pour le 
minimum relatif. Basilio Mania (Pavia). 

Householder, Alston Seott: The dependence of a focal point upon eurvature in the 
ealeulus of variations. Contribut. calculus variations 1933—1937, 485—526 a. Chicago: 
Thesis (1937). 

It is well known that if an extremal arc P,P, of a calculus of variations problem 
in the plane, when the endpoint P, is variable along a curve D, is to furnish a minimum, 
then the point P, must precede the “focal point” of D on the arc [compare Bliss, 
Trans. Amer. Math. Soc. 8, 132 (1902)]; the position of the focal point depends upon 
the curvature of Dat P,. Similar results have been obtained for problems in three- 
space by White,[ibid. 13, 175 (1912)]. The present paper is concerned with the de- 
termination and the properties of the focal point of a curve D and of a variety V on 
an extremal of a problem in n-space in parametric form. A tensor definition of first 
curvature is introduced on the basis of Cartan’s developments for Finsler spaces (this 
Zbl. 8, 418) and the dependence of the position of the focal point upon the curvature 
is investigated The results do not lend themselves to a brief summary. Dresden. 
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Coral, Max: On the necessary conditions for the minimum of a double integral. 
Duke mäth. J. 3, 585592 (1937). 

The author shows how the necessary conditions of Haar, Weierstrass and 
Legendre for a minimum of a double integral 


Tef Mar ya. nassen nn le m drdy 
may easily be deduced from the corresponding necessary conditions for a minimum of 
a simple integral. The process consists of introducing polar coordinates (e, 0) in the 


zy-plane with pole at an arbitrary point (z,, Y,), and using variations of 2; of the form 
R;(o) T(0). Then if I is a minimum and T(0) is fixed and periodic, the integral 


J =[gle, R(e), R’(e)] de 
must be a minimum for R;(o) = 0, where 


2n 
9(e, R, R') =[f(z, 9,2, 2,,2,) 040. 
0 


The known necessary conditions for a minimum of J are manipulated to give the 
Weierstrass and Legendre conditions for a minimum of I, and the following form of 
the condition of Haar: For every simply closed regular curve C which with its interior B 
is interior to the region A over which admissible functions are defined, we have 


Stmdy — fa 0% = /([Indedy. 
. 2 Graves (Chicago). 
Funktionentheorie: 

Petrovich, Michel: Series tayloriennes en rapport avec les nombres premiers. Bol. 
mat. 10, 177—178 (1938). 


Ketehum, Gertrude $., and P. W. Ketehum: On a certain elass of non-linear 
expansions of an arbitrary analytie funetion. Ann. of Math., II. s. 39, 58—64 (1938). 
Es wird die Frage 2 Entwickelbarkeit einer in der Umgebung von z = 0 analy- 


tischen Funktion f(z) = Ina i in eine Reihe der Form 
= 10 + DANACH () 


bei gegebenen Funktionen F,,(w) und ln Konstanten b, untersucht. Das Haupt- 
ergebnis lautet: Die Funktionen F,„(w) seien in einem Kreis Too <o analytisch, es sei 
F,„(0) = 0, F/,(0) = 1, und es bestehe in |w| <= 0 eine Abschätzung |F,(w)| < M„= O(n°) 


mit festem &. Ferner gebe es Konstanten C, a und o, mit denen 0< |d,, | = = Ontom |dn | 


für alle ganzen n > 0 und alle Teiler n, <n von n gilt; endlich sei lim [dr jr n = K<m., 
Dann ist f(z) in einer (nach unten abschätzbaren) Umgebung von z—=(0 auf genau 
eine Weise durch eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe (*) darstellbar. — 
Für den von J.M. Feld [Ann. of Ba II.s. 33, 139—142 (1932); dies. Zbl. 3, 62] 


betrachteten Spezialfall F,(w) = ——— „,„ wird i in Verschärfung des Feldschen ae 


gezeigt, daß die Darstellung (*) stets in einem Kreis |2| < (Ar K) ! gilt, wor= Emlo,/b,r n 
und 4 eine Zahl mit 1,7355...<< A < 1,853 ist. — Als Folgerung des Hauptergebnisses 
erhalten die Verff. noch einen Satz über die Entwickelbarkeit einer in der Umgebung 
von z=0) analytischen Funktion f(z) in ein unendliches Produkt der Form 


oo dr 
fa) = kOH [1 + 9n(an2")]”, 
wo die g,(w) gegebene Funktionen, die b„ gegebene Konstanten bedeuten. F. Lösch. 
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Montel, Paul: Sur quelques söries & eveffieients r&currents. Ann. Soc. Polon 
math. 15, 54—72 (1937). 
En admettant que les constantes , (n = 0,1,2,...) sont liees par une relation 
recurrente d’ordre p 
Un+p = Plun > Unyis +: Un+p-1) ’ (n = 0) (z) 


oo 


les series de la forme f(z)= u, 2" jouissent des proprietes simples et remarquables 


n=0 
[ef. P. Fatou, Ann. Ecole norm. 27 (1910); S.Latt&s, Ann. Fac. Sci. Univ. Tou- 
louse 3 (1911)]. Soit & un point double attractif de la r&currence consider£e, 
c’est-A-dire tel que Pl, Unr+ıs- + - Yn+p-ı) soit une fonction reguliere des u; pour 
u= (kennt I a 1), = p(d,d; ... a PlUn» Un+1> „ee Up+p-1) 


o—1 6 De 
= 5 — Dau(imyarı—d) +, les racines &, de l’&quation caracteristique corres- 
k=0 


pondante &tant en module inferieures & Punite: |a,|<1(w=1,2,...p). Ceei 
pose, la fonction f(2) est le quotient de deux fonctions entieres g,(2) et 9.(z) dont la 
eroissance est limitee par l’inegalite |g(2) |< e*loer**lzl. — Si on a p=1, done la 
recurrence se reduit & la forme u, = P(w), & =9’(Ö), les hypotheses & = 0 et 
|&] = 1 sont en particulier &tudiees, et il se trouve que dans le cas ou « —=0 la fonc- 
tion f(z) est entiere, d’ordre zero, et d’autre part, dans le cas ou |& | =1, la fonetion f(z) 
admet le cercle-unit€ comme coupure (ce qui est montr& sur des exemples). — De 
plus, les series de Laurent, trigonometriques et celles de Faber sont envisagees, les 
coefficients &tant supposes toujours verifiant la recurrence de la forme (x). 
W.Gontcharoff (Moscou). 

Denjoy, Arnaud: Sur les singularites d’une fonetion analytique definie par un 
&löment. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 737—740 (1938). ER 

Sig (2) = Na,2=", n=1,2,...est un el&ment de fonction analytique, ‚im Vlen| —% 


Y’aut. lui associe, comme G.Pölya[Math. Z.29(1929)]la fonction entiere #(v)= Dr up 
et: introduit l’indicatrice de croissance (Borel, Lindelöf, Pölya) a 


»(0) = im, 4 log|F(A e-:®)]. 


ainsi que la courbe convexe I’ enveloppe des droites z = ei®[p(0) + it]. Les points 
extr&mes de J’ sont des singularites de g, (2) prolongement radial de g(z). L’aut. donne 
une methode permettant d’obtenir des singularites de g,(z) prolongee dans I’ lorsque 
cette fonction a sur ]' des singularit&s isol6es £ des deux especes suivantes: 1° gi/gı 
a un pöle simple, de residu ß, au point £; 2° une derivee g/”(z), m minimum, est mero- 
morphe et infinie d’ordre k au point £. A la ligne brisee V, de I’ qui admet £ comme 
sommet, on peut substituer une ligne convexe V, dont les points extr&mes sont des 
singularites du prolongement g,(z) de g, entre V, et V,. Par exemple, dans le premier 


cas envisage, V, est definie par l’indicatrice de croissance de Ne avec 


4%) = %prHı + u + --- + COBa, ur. 
On peut ensuite eliminer de nouveau les singularit&s situes sur V, qui sont du type 
envisage, etc. L’aut. etudie aussi la relation entre les proprietes limites de la suite 


Vlenıu)| pour u = hei®, 0 donne, et la fagon dont log |F(o)| s’approche de son ex- 
pression asymptotique maximum dans un angle infiniment petit bissecte par la droite 
v= let. @. Valiron (Paris). 
Mandelbrojt, Szolem: Applieations d’un th&ordme sur les arguments des singularitös. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 730—732 (1938). 
Comme consequence de son theor&me sur les arguments des singularites (voir ce 
Zbl. 16, 308), l’aut. montre que: Si f(z) =Ia,2" est une serie de Taylor de rayon 
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n, 
de convergence un et: s’il existe une suite infinie d’entiers n; tels que Ve-.| tende 
vers 1 et: tels que les polynomes d»,(t), d„(t) = + Ola,_ıE + --- + ag", ne s’an- 
nulent pas dans un cercle fixe de centre 2=0, f(z) admet: au moins un point singulier 


5 . ” CR Q, _ . . . 
d’affixe e'? tel que copy lim a. La demonstration s’appuie, en fait, sur 
= nk 


ce que, pour les n consideres, la suite Ya est: uniform&ment bornee, donc forme 
une famille normale de Montel. L’aut. en deduit en particulier que, s’il existe dans 
la serie f(z) une suite de lacunes de largeur relative finie: a, =0 pour gun <n<n,, 
g donne <1, n.—00; et si [,|>d>0, (2) admet au moins un point singulier 
sur tout arc de longueur nz de |2|=1. [Note du Ref.: Dans le dernier &nonce, la con- 


dition |@,|>d>0 pourrait ötre remplacde par lim Ver. | =], mais, dans ce cas 
encore, /{z) admet en realit& le cerele |2| = 1 comme coupure, d’apres un &nonce de 
Bourion (Actualites scient. et Industr., n° 472, p. 13; voir ce Zbl. 17, 313).] Valiron. 
Calugar&ano, G.: Sur certain invariant de prolongement. ©. R. Acad. Sci. Roum. 2, 
17-20 (1937). 
Dans chaque point z, interieur & un domaine d’holomorphie 7’ d’une fonction 
analytique f(z), on peut considerer la suite 
= (2) pour. n—1,2,.:, (%) 
L’A. nomme z un point o si dans la suite (*) existe une infinit& de termes nuls, et 
etudie — en faisant certaines hypotheses pour f(z) — la distribution des points o 
dans /‘. Il introduit en outre l’expression 
Am — En Ing — ia_ıl2 
2 x2 ER 
dont le nume£rateur et le denominateur sont des invariants de prolongement (o’est- 
a-dire: sont ind&pendants de la valeur z) si f(z) est un polynöme de degre n. Dans 
des conditions assez generales precisees par l’A., cette expression 43? — consideree 
seulement dans les points non o de ]'— tend pour n — oo vers une limite A, ind&pen- 
dante de la valeur z; et l’on a alors forc&ment |A,+ 3|=1. Beniamino Segre. 
Kawata, Tatsuo: On analytie funetions regular in the half-plane. II. Jap. J. Math. 
13, 483-491 (1937). 
Let (2) = f(@ + iy) (=u(z, y)+iv(z, y)) be analytic in the half-plane y >0. 
{6} 1/ 


» 
Let p>0, M,„(h,y) = [\t&+iy Pdz) , ©, the class of functions f(z) for which 


no matter what is y,>0, M,(},y) <C(y,) where C(y,) is a constant depending 
on %0. The following results are established. (1) IE fE&, and M,(u,y) <By*®, 
a>0, then M,(f,y) <ABy-*-!; conversely, i£ M,(f, y) < By”*"! then M,„(f, y) 
<ABy-*, for y sufficiently small. (2) If f€E &, and for small y, M,(u, y) < By“®, 
then M,(f,y) <ABy”*. (3) Under the same conditions, M,(f,y) < ABy-*-Up-Ua, 
q>p. (I. see this Zbl. 16, 32.) J. D. Tamarkin (Providence, R.].). 

Myller-Lebödeff, V.: Sur une applieation du lemme de M. Carleman. Ann. Sci. 
Univ. Jassy, I: Math. 24, 1—4 (1938). 

The author gives a proof of the following well known theorem of Koebe: Let f(z) 
be regular in |2|<1 and bounded there: |f(z2)| < M. Let z, and 2, be two distinct 
points on |z| = 1; let z{” and 23” be two sequences of interior points of the circle |2| < 1 
converging to 2, and 2,, respectively. Let C,, be a continuous curve joining 2” with 23” 
and lying in the ring 1—e„<[|2|<1, where &, >O and „lim &n —=0. On („let |/(e2)|< nn» 
where 7, >0 and „im 7„=0. Then |f(z2)| = 0 in |z|< 1. The proof is based on 
a lemma of Carleman, Legons sur les fonctions quasi analytiques, p. 3—4. W. Seidel. 

Minami, Unai: Sur un th&oröme de Phragmen-Lindelöf. Töhoku Math. J. 44, 


8593 (1937). | | 
Sei f(z) eine analytische Funktion, welche folgenden Bedingungen genügt: 1. f(z) ist 


’ 
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regulär innerhalb eines Gebiets @; 2. die obere Grenze von |/(z)| ist <m an jedem 
Randpunkt von @ außer einer endlichen Anzahl derselben 2,,2,,...,2,; 3. in den 
Umgebungen von 2,29, .. „2, ist /(z) beschränkt. Dann ist: bekanntlich |/(z)| < m 
in G. Verf. beweist, daß hier die Bedingung 3 durch folgende Bedingung ersetzt werden 
kann: Ist D das von den Funktionswerten f(z) gebildete Gebiet, so existiert ein Kreis 
j/| = R derart, daß in D keine diesen Kreis umgebende geschlossene Kurve gezogen 
werden kann. Die Bedingung 3 läßt sich auch durch die Annahme ersetzen, daß /(z) 
in den Umgebungen von 2,, 22; - - -, 2», welche jetzt Häufungspunkte der Randpunkte 
von @ sind, einwertig ist. V. Paatero (Helsinki). 

Geltond, A., et D. Toidz&: Developpement des fonetions meromorphes en certaines 
s6ries de fractions rationnelles et la serie de Taylor. Rec. math. Moscou, N. s. 2, 935 
—944 u. franz. Zusammenfassung 945 (1937) [Russisch]. 

Il s’agit de developper une fonction f(z), meromorphe dans un demi-plan, soitAz>0, 
et n’y possedant que des poles simplex 2 = nu (u irrationnel et >1;n=1,2,3,,..), 
en une serie de la forme 


ST, Panıl) ; er 
Zuge: Pa=] [em ae RE 


Les auteurs &tablissent des conditions necessaires et suffisantes (d’ailleurs tr&s rap- 
prochees) pour qu’un tel developpement soit possible; l’indicatrice de croissance 


1— tel? | at ” 
«= || |? (I01=5) 
U 
2u cos 
u+l1 


y joue un röle essentiel. A la limite, pour — oo, cette indicatrice se reduit A celle 
obtenue par Carlson-Nörlund dans le cas de la serie de Newton. — Les resultats 
en question sont ensuite appliques & l’etude du prolongement analytique des series 
de Taylor en dehors du cercle de convergence. W.Gontcharoff (Moskau). 

Fan, W.K.: Quelques proprietes des fonetions entieres quasi exceptionnelles. 
Töhoku Math. J. 44, 165—169 (1937). 

Une fonction entiere f(z) est dite quasi exceptionnelle si la famille /(22"), n=1,2,..., 
est quasi-normale dans 43<|2|<2, elle est dite quasi exceptionnelle d’ordre total 
fini p si cette famille est quasi normale d’ordre total fini p (voir ce Zbl. 14, 25). L’aut. 


montre ici que la plus petite limite de 2 Jogr(n, x), ou r(n, x) est le module du zero 


de rang n de f(z) — x, est independante de & si (2) est quasi exceptionnelle d’ordre 
fini (les zeros sont ranges par ordre de modules croissants). Dans le cas general, l’aut. 
donne quelques proprietes contenues dans le fait &vident que la seule fonction limite 
des f(22") est l’infini et qu’il existe une suite exceptionnelle.. @. Valiron (Paris). 

Lee, Kwok-Ping: Sur les direetions de Borel des fonetions möromorphes d’ordre 
fini superieur & 1/2. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 811—812 (1938). 

Comme complement & un theor&me de Valiron [Acta math. 47 (1926)] et en 
utilisant un theoreme de Rauch (voir ce Zbl. 8, 214), l’aut. donne cette proposition 
relative aux zeros des fonctions f(2) + g(z), oü f(z) est une fonction meromorphe 
donnee et g(z) une fonction meromorphe ou une constante; n(r, g, 2) designe le nombre 
de zeros de f + g dans le secteur de |2| < r contenu dans l’angle Q de sommet origine: 
Soit f(z) d’ordre fini eg > 1/2, V(r) une fonction continue telle que logV(r)ogr jouisse 
des proprietes de l’ordre precise, si pour une valeur constante a et pour un angle A, 
„lim. a > 0, tout angle B contenant A et d’ouverture superieure & s/o, contient au 
moins une direction Dtelle que, dans tout angle Qde bissectrice.D, on ait lim nn >0 

r=&0 
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pour tous les g, sauf deux au plus, de Pensemble form& par les constantes et par les 
fonctions pour lesquelles Tr, g)/V(r) tend vers.0 lorsque r—> oo. G. Valiron (Paris). 

Levinson, Norman: On the growth of analytie funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 
43, 240—257 (1938). 

L’aut. generalise et precise des theorömes de Pölya [Math. Z. 29 (1929)] et de 
V. Bernstein (Series de Dirichlet, chap. IX; voir ce Zbl. 8, 115) concernant l’&tude 
de la croissance du module d’une fonction holomorphe dans un angle. Moyennant 
certaines conditions, la croissance maximum le long d’une demi-droite issue de l’origine, 
est determinee par cette croissance en une suite convenable de points asymptotes 
& cette demi-droite. Les d&monstrations de l’aut. sont plus directes que celles de 
V. Bernstein, elles utilisent surtout la formule d’interpolation de Lagrange, des 
th. de Carlson et de Carleman, et les travaux anterieurs de l’aut. (voir ce Zbl. 14, 301). 
Voici les deux &nonces les plus simples. I. Soit /(z) holomorphe de z = rei® et de 
Pordre 1 pour |d|< &, r— oo, soit: h(6) la fonction de Lindelöf-Phragmen dans 


cet angle (16) -im- log |(re‘®) ). On suppose que h(0) <a cosd + b |sinO|, 
«=h(0),b>0, Si une suite infinie de points 2, est: telle que n/z, tende vers D> — 


Eu, 
lorsque n— 00, et. que |, — „| |n — m|d, d>0, on a Tim Malen! = h(0) (*). 
(Dans l’Enonc& de Bernstein, les 2, &taient reels.) II. Si f(z) est hol. et du type 
exponentiel dans l’angle || —, si f(iy) = 0 (1) lorsque |y| >, sin„>D>0 


lorsque n— oo et si Jarg„|> 0, |. — „| |n — m|d, 4>0, la condition neces- 
saire et suffisante pour que (*) ait lieu est que >) 1 = oo. (Note du R£f.: L’intro- 
1 


duction de l’ordre precise permettrait d’&tendre les prop. de l’esp&ce I & tous les modes 
de croissance.) @. Valiron (Paris). 

Chuang, Chi-Tai: Sur un eritöre de famille quasi-normale et sur le th&or&me de 
Sehottky. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 415—417 (1938). 

Signalons la generalisation suivante d’un theoreme de M. Ahlfors [C. R. Acad. 
Sci., Paris 194, 245—247, 1145—1147 (1932); ce Zbl. 3, 407; 4, 118]: $ designant 
la sphöre de Riemann desrayon un, et. de centre & l’origine (du plan Z), soient Z = f(z) 
une famille de fonctions merom. dans D, q un entier positif, et oe=min[r/4 — e,n/g—e], 
et supposons que chaque fonction de la famille a dans D, q domaines d’univalence 
au plus oü elle prend des valeurs comprises dans un cercle fixe, quelconque de rayon 0 
sur S. Dans ces conditions la famille est quasi-normale d’ordre q au plus dans D. — 
L’A. precise aussi sa generalisation recente [C. R, Acad. Sci., Paris 204, 1390 (1937); 
ce Zbl. 16, 309] d’un theoreme de M. Valiron. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Bermant, A.: Sur quelques proprietes des fonetions rögulieres. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 18, 137—140 (1938). 

IE w = 0e&° = f(z) = f(re%) =2z + 92? + represents a domain D containing 
the origin on a domain D’, then foge do= [logr 40 and [1oge dd + flogr dpo> 
2 / logr d@, where the integrals are taken round the boundaries of D and D’. From 
this is shown that if w= f(2)=2-+ -- is regular for |2|< 1, a part D of the circle 
containing the origin is represented on a star domain D’ such that the sum of the 
areas of D and D’ is not less than 2%. This generalises results of Golusin (see 
this Zbl. 17, 407). Other extensions are indicated. Macintyre (Aberdeen). 

Ballieu, Robert: Sur les fonetions lo&alement univalentes dans le cercle-unite. C,R. 
Acad. Sci., Paris 206, 413—415 (1938). 

En designant par M,„(r,o) la borne superieure des modules des valeurs prises 
par les derivees n-i&mes de la famille des fonctions f(z) = 2 + ag2? + ---, holomorphes 
et localement univalentes de module o dans le cercle-unite [voir Montel, Ann. Ecole 
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norm. 54, 3954 (1937); ce Zbl. 17, 24], !’auteur demontre les inegalites: 07 ""M, (ro,, 01) 
< o8'M (r0,, 05) Si 01 < 0, et 0""!M,(r,0)<M,„(0,1)M,;(r,o) är=(1— o), d’ok 
decoulent plusieurs proprietes des M„. Ces propriötes resultent facilement des resultats 
&tablis par M. Montel dans le Memoire cite. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 
Basilewitseh, J.: Complöment & mes notes „Zum Koeffizientenproblem der 
schlichten Funktionen“ et „Sur les thöor&mes de Koebe-Bieberbach“. Rec. math. 
Moscou, N.s. 2, 689-697 u. franz. Zusammenfassung 697—698 (1937) [Russisch]. 


Let f(@) =2+20%s+12°°*! be univalent in |2|< 1. The author is able to 
v=1 


determine the precise maximum and minimum of |%(2) {f,(2)}"? | if z is fixed. Further- 
more, the precise maxima of the coefficients of the inverse function of w = {f,(z4)} "1 
are obtained.’ Löwner’s method is used. (See this Zbl. 14, 407 and 15, 71.) @. Szegö. 

Golusin, 6.: Ergänzung zur Arbeit „Über die Verzerrungssätze der schlichten 
konformen Abbildungen“. Rec. math.Moscou, N.s.2, 685—687 u. deutsch. Zusammen- 
fassung 687—688 (1937) [Russisch]. 

Let F(z) be regular and univalent in |2|<1 with F(0) =0, F’(0) =1 and let @(£) 
be regular and univalent in |{| >1 except for { = oo where ®(£) has a simple pole. 
The author completes the results of an earlier paper (this Zbl. 14, 221) by establishing 
the following three sharp inequalities: 


° zF’(z 1+ S F 
17 Mn < log tn; 22 og + log(1 — |z]?) 


3°. |logP(d|<— log1 — ver). 
In these inequalities that branch of the logarithm is chosen which is real on the axis 
of reals. The author again employs Löwner’s method of parametric representation 
of slit regions. W. Seidel (Providence, R.1.). 
Lammel, Ernst: Zum Interpolationsprobleme im Kreisringe regulärer Funktionen. 
I. Cas. mat. fys. 67, 103—108 (1938). 
Jede im Kreisringe r < |z|<’ R reguläre Funktion f(2) läßt sich in der Form 


ee) v oo v 
Zu, Be 
A >" 4 | | -—% B l l » — 
o+ 7 a 2 1? — Zu2 
v»=1 =1 u=1 


a=ı 1-78 v 


1+1zl. 
1— |z|’ 


s log 


log 


entwickeln. Die 2, sind dabei eine beliebige Folge des Kreisringes ohne Häufungs- 
punkte auf dem Rande [vgl. Lammel, Cas. math. fys. 66, 57—61 (1936); dies. Zbl. 
15, 215]. Rogosinski (Cambridge). 

Lammel, Ernst: Zum Interpolationsproblem im Kreisringe regulärer Funktionen. II. 
Mh. Math. Phys. 46, 321—323 (1938). 

Le problöme consider& par l’au. concerne l’interpolation des fonctions regulieres 
dans le cercle-unite et possedant la propriete d’invariance par rapport & un certain 
groupe de transformations conformes. W.Gontcharoff (Moskau). 

Flamant, Paul: Comparaison des elasses quasi analytiques (D). Ann. Soc. Polon. 
math. 14, 145—148 (1936). ! 

The author connects Mandelbrojt’s work on quasi-analytic functions (see, e.g., 
this Zbl. 10, 61) with his own research on types of growth and associated sets of norms 
[Bull. Sci. math., II. s. 52, 77—80 (1928), and Rend. Circ. mat. Palermo 54, 375-380 
(1930)]. Let Oym,} be a (D)-quasi-analytic class. Let {m,} be the rectified sequence 
of {m,y. IE m, < e*"" for some a >0, then there exists an even periodic function 
in Cm,} which does not belong to any class Cy,,, such that Vunfmn —0. In particular, 
if qn 18 non-decreasing and if n"?log(g, - -. 9n) or n"tlogq, has a finite superior limit 
then Oz, is a proper subset of Oyn,y if my = 9193--- Ins Un = PıPa--- Pr, and 
Dnln > I. E. Hille (New Haven, Conn.). 


